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Тема 5. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА

Программный объем темы:

1.Выборочный метод. Точечные оценки параметров распределения. Требования, предъявляемые к оценкам. Интервальные (доверительные) оцен- ки параметров. Доверительные интервалы для параметров нормального рас- пределения.

2.Корреляционный и регрессионный анализ. Метод наименьших квад- ратов. Линейная корреляция. Уравнение прямых регрессии. Выборочный коэффициент линейной корреляции и способы его вычисления.

3.Статистическая проверка гипотез.

ВЫБОРОЧНЫЙ МЕТОД.

ТОЧЕЧНЫЕ И ИНТЕРВАЛЬНЫЕ ОЦЕНКИ ПАРАМЕТРОВ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

Задача математической статистики состоит в создании методов сбора и обработки опытных данных для получения научных и практических выводов.

Совокупность всех возможных значений случайной величины X в мате-

матической статистике называют генеральной совокупностью. Совокупность n возможных значений X

x1, x2, x3, ..., xn,

полученных в результате n независимых опытов (наблюдений), называется

выборкой объема n.

Различные значения, содержащиеся в выборке, называются вариантами.

Система вариант

α1, α2, α3, ..., αn,

расположенных в возрастающем порядке, называется вариационным рядом. Пусть X – дискретная случайная величина. Тогда число μi=ki/n (i=1,2,...,m), где ki – количество повторений варианты αi в выборке объема n,

называется относительной частотой этой варианты в данной выборке.

Таблица

		α1
	α2
	...
	αm
	,

		μ1
	μ2
	...
	μm

		 



в первой строке которой расположены варианты, а во второй – соответствую- щие им относительные частоты, называется таблицей относительных частот,

или эмпирическим законом распределения дискретной случайной величины X. Сумма всех относительных частот в таблице равна единице.







169

Если на плоскости в прямоугольной системе координат построим точки (αi,μi) (i=1,2,...,m) и соединим их последовательно отрезками прямых, то по- лучим ломаную линию, которая называется полигоном относительных час-

тот.

Полигон относительных частот дает приближенное наглядное представ- ление о характере распределения случайной величины X.

Если изучаемая случайная величина X непрерывна, то вместо обычного (дискретного) вариационного ряда составляют интервальный вариационный ряд: находят минимальную и максимальную варианты выборки, и весь про- межуток между ними разбивают на частичные промежутки в количестве 1–2 десятков. Получается интервальный вариационный ряд

[c1,c2), [c2,c3), ...[cm,cm+1].

Далее по выборке определяют относительную частоту μi=ki/n (i=1,2,...,m) попадания значений X в i-й интервал. Здесь ki – количество чле- нов выборки, попавших в i-й интервал. Если при этом некоторое xk выборки совпадает с граничной точкой между промежутками, то его относят к правому промежутку. В результате получается интервальная таблица относительных частот:

	[c1,c2)
	[c2,c3)
	...
	[cm,cm+1]
	 

	μ1
	μ2
	...
	μm
	.



Интервальная таблица относительных частот графически изображается гистограммой, которая представляет собой ступенчатую линию. Основанием i-й ступеньки является i-й частичный интервал, а высота hi такова, что пло-

щадь ступеньки равна частоте μi. По построению суммарная площадь всех ступенек гистограммы равна 1.

Пусть θ – неизвестный параметр (математическое ожидание, дисперсия и т.д.) изучаемой случайной величины X и

x1, x2, x3, ..., xn –

выборка, полученная в результате n независимых опытов.

Члены выборки Xi=xi являются случайными величинами в том смысле, что если выполнить новую серию n опытов, то, вообще говоря, получатся другие числа x1’, x2’,...xn’. Однако каждая случайная величина Xi имеет такой же закон распределения, что и исходная величина X.

					
	Оценкой параметра θ
	~ ~
	, X 2
	,..., X n ) . Значе-

	назовем функцию θ =θ (X1

	~
	, x2 ,..., xn ) при полученных в результате независи-

	ния этой функции θ (x1
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мых опытов значениях Xi=xi, i=1,2,...,n будем рассматривать как приближен- ное значение параметра θ.

~

По отношению к θ назовемθ выборочным параметром величины X.

~

Выборочный параметр θ также является случайной величиной, так как ме- няется от одной серии опытов к другой.

Введем два свойства оценок, которые обеспечивают их близость к соот- ветствующим параметрам.

	~
	~

	Оценка θ
	параметра θ называется несмещенной, если M(θ )=θ.

	~
	параметра θ называется состоятельной, если при n→∞

	Оценка θ

	 
	~

	 
	P{|θ − θ |<ε}→1



для любого ε > 0.

Свойство несмещенности означает, что оценка не имеет систематической ошибки. Свойство состоятельности обеспечивает сближение оценки с изме- ряемым параметром при увеличении числа измерений.

Если M(X) − неизвестное математическое ожидание случайной величи- ны, то в качестве оценки M(X) применяется выборочное среднее X , равное

X= 1 ån Xi . n i =1

Выборочное среднее X является несмещенной и состоятельной оцен-

кой, M(X).

В качестве оценки неизвестной дисперсии D(X) применяется выборочная дисперсия SX2 :

	2
	 
	1
	n
	 
	 
	 
	2
	 

	 
	 
	 
	 
	 

	SX
	=
	 
	å(X i
	- X )
	 
	.

	 
	 

	 
	 
	n i=1
	 
	 
	 
	 
	 



Выборочная дисперсия является состоятельной, но смещенной оценкой дисперсии D(X). Несмещенной и состоятельной оценкой D(X) является ис-

правленная выборочная дисперсия S12 :

	 
	2
	 
	n
	 
	2
	 
	1
	n
	 
	 
	 
	 
	2
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	S
	 
	=
	 
	 
	S
	X
	=
	 
	å(X
	i
	- X )
	 
	.

	 
	n -1
	 
	 

	1
	 
	 
	 
	n -1i=1
	 
	 
	 
	 
	 



Для выборочной дисперсии справедлива формула

SX2 = X 2 - (X )2.




Пример 5.1. Получена таблица относительных частот оценок по кон- трольной работе у 40 учащихся класса:












	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	171
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Оценка
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	3
	 
	 
	4
	 
	 
	 
	5
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Частота
	 
	3/40
	 
	8/40
	 
	25/40
	4/40
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Найти:
	 
	 
	 
	, S 2
	, S 2 ,
	выборочное среднее квадратическое отклонение

	 
	X

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	X
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	SX, исправленное выборочное среднее квадратическое отклонение S1.
	 

	 
	Решение.
	 
	=
	2×3+ 3×8 + 4×25 + 5×4
	= 3,75 ,
	 
	 
	 

	 
	X
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	40
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Sx2 = 3×(2 - 3,75)2 + 8×(3 - 3,75)2 + 25×(4 - 3,75)2 + 4×(5 - 3,75)2
	=

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	40
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	= 05375,
	 
	 
	.
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	S
	 
	=
	 
	 
	 
	 
	S2 » 0,73,
	S 2
	=
	 
	 
	S2
	» 0,55, S =
	S2 » 0,74.
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	-1
	 

	 
	 
	X
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	X
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	x
	1
	1
	 
	 



Пусть θ – оцениваемый параметр изучаемой случайной величины X, для которой получена выборка x1, x2, x3, ..., xn.

	 
	~ ~
	 
	 

	Интервал (θ1,θ
	2 ) называется доверительным для параметра θ с довери-

	 
	 
	 
	~
	~

	тельной вероятностью (надежностью) g (0<g<1), если неравенство θ1
	<θ<θ2

	выполняется с вероятностью, не меньшей чем g, т.е.
	 

	 
	 
	~
	~
	 

	~
	~
	P(θ1
	<θ<θ2 )³g.
	 

	 
	 
	 

	Концы θ1
	и θ2
	доверительного интервала называются доверительными



границами для оцениваемого параметра θ.

Доверительным интервалом с доверительной вероятностью g для мате- матического ожидания M(X) нормально распределенной случайной величины при известном среднем квадратическом отклонении s является интервал

	æ
	 
	 
	σ
	 
	 
	 
	 
	σ ö

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	ç X - tγ
	 
	 
	 
	, X + tγ
	 
	 
	 
	÷,

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	n
	 

	è
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n ø



где X – выборочное среднее, а tγ – решение уравнения 2Ф(tγ)=g (Ф – функ- ция Лапласа).

Пример 5.2. Пусть дисперсия нормально распределенной случайной ве- личины X равна 0,25. По выборке объема n=25 найдено выборочное среднее

X =25. Требуется найти доверительный интервал для неизвестного матема- тического ожидания M(X), если доверительная вероятность должна быть рав-

на 0,95.
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Решение. Решаем уравнение 2Ф(tγ)=0,95, используя таблицу значений функции Лапласа (см. табл. в соотв. литературе). Для tγ получим значение 1,96. Затем находим концы доверительного интервала:

		 
	 
	- tγ
	σ
	 
	 
	= 52 -1,96
	 
	0,25
	= 52 - 0,196 = 51,804 ,

		X

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	n
	25
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	+ t
	 
	σ
	 
	= 52 + 0,196
	= 52,196.

		X

		 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	γ
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Таким образом, (51,804;52,196) – искомый доверительный интервал с надежностью 0,95, т.е.

P(51,804<M(X)<52,196) ³0,95.

Доверительным интервалом с надежностью g для M(X) нормально рас- пределенной случайной величины X с нормально распределенным средним

квадратическим отклонением является интервал

	æ
	 
	 
	S
	 
	 
	 
	 
	S
	ö

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	ç X - tγ
	1
	 
	, X + tγ
	1
	 
	÷,

	 
	 
	 
	 

	 
	n
	 
	 

	è
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n ø



где S1 – исправленное выборочное среднее квадратическое отклонением, tγ –

решение уравнения

2Sn–1(tγ)= g,

Sn–1(t) – функция распределения Стьюдента.

Пример 5.3. Найти доверительный интервал для математического ожи- дания M(X) нормально распределенной случайной величины, для которой по

выборке объема n=25 найдены выборочное среднее X =2,4 и исправленная выборочная дисперсия S1=4, если надежность должна составлять g=0,95.

Решение. Пользуясь необходимой таблицей, решаем уравнение

2S24(tγ)=0,95 и находим tγ=2,064.

Тогда согласно определенным выражениям для концов интервала име-

ем:

		 
	 
	- tγ
	S1
	 
	 
	= 2,4 - 2,064
	 
	 
	4
	 
	 
	 
	=1,5744;

		X

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	n
	25

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	S1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	+ tγ
	 
	 
	= 2,4 + 2,064
	 
	4
	 
	 
	 
	= 3,2256.

		X
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	n
	 
	 
	25
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 






Искомый доверительный интервал (1,5744;3,2256).











рис. 5.1
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Замечание. При достаточно большом n (практически при n>20) для на- хождения доверительного интервала в примере 5.3 число tγ можно найти из уравнения 2Ф(tγ)=γ по таблице для функции Лапласа. Это связано с тем, что при n→∞ закон распределения Стьюдента стремится к нормальному.

В рассмотренном примере 5.3 (n=25) при использовании таблицы Ф(t) получим доверительный интервал (1,616;3,184).

КОРЕЛЛЯЦИОННЫЙ И РЕГРЕССИОННЫЙ АНАЛИЗ

Неизвестные функциональные зависимости на практике часто устанав- ливаются посредством измерений. Пусть, например, исследуется функцио-

нальная зависимость

Y=ϕ(X),

где X – переменная, значения которой не случайны и задаются, Y – случайная переменная, значения которой зависят не только от соответствующих значе- ний X, но и еще от ряда неконтролируемых

факторов. Пусть результаты n измерений за-

фиксированы в таблице

	X
	x1
	x2
	................. xn

	Y
	y1
	y2
	................. yn



Вид зависимости ϕ(x) может быть про-  диктован существом рассматриваемой задачи, либо определен на основе анализа экспериментальных данных, например, по

расположению точек (xi,yi) (i=1, ..., n) на плоскости в декартовой системе координат. Так, зависимость, изображенная, к примеру, на рис. 5.1, может быть хорошо представлена полиномом второй степени y=θ1+θ2x+θ3x2. Здесь θ1,θ2,θ3 – некоторые неизвестные параметры, значения которых необходимо подобрать так, чтобы выбранная зависимость Y от X в каком-то смысле наи- лучшим образом согласовывалась с данными эксперимента.

Определив вид функции, мы фактически получим класс сравниваемых функций фиксированного типа, зависящих от параметров. В общих обозначе- ниях можно записать:

y= ϕ(x, θ1, θ2, ...θk).

Для определения оценок θ0, θ1, θ2, ...θk используется метод наименьших квадратов, состоящий в том, что в качестве оценок θ1,θ2,...θk выбирают-

	~
	~
	~
	 

	ся значения θ1
	,θ2
	,...θk
	, минимизирующие сумму квадратов отклонений,



измеренных yi от соответствующих вычисленных значений ϕ(x, θ1, θ2, ...θk):
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	Q(θ
	,θ
	 
	,...θ
	 
	n
	[y
	 
	-ϕ
	(x ,θ
	,θ
	 
	,...θ
	 
	)]2
	n

	 
	 
	) = å
	 
	 
	 
	= åδ 2.

	1
	 
	2
	 
	k
	i =1
	 
	i
	 
	i 1
	 
	2
	 
	k
	 
	i=1 i

	Здесь δi = yi
	-ϕ (xi ,θ1,θ2 ,...θk )
	– случайная величина (погрешность),



обусловленная рядом неконтролируемых факторов, влиянием которых на

	переменную
	y мы пренебрегаем.
	Таким образом, в
	качестве оценок

	~
	~
	~
	параметров θ1, θ2, ...θk
	 
	 

	θ1
	,θ2
	,...θk
	предлагается брать
	решение системы



уравнений





ì∂ Q ïï∂θ1 ï∂ Q

ïí∂θ2 ïïK ï∂ Q

ïî∂θk




=0

=0

=0 ,






которая является необходимым условием существования экстремума функции нескольких переменных и называется системой нормальных уравнений мето- да наименьших квадратов.

Если функции, с помощью которых описывается взаимосвязь между ис- следуемыми переменными, линейны относительно оцениваемых параметров, погрешности δi – независимые случайные величины, причем M(δi)=0, величи- ны δi имеют одинаковые дисперсии D(δi)=σ2 (i=1,2,...n), значения xi известны

~

без ошибки, то оценки θi , полученные методом наименьших квадратов, яв-

ляются несмещенными и состоятельными оценками параметров θi. Если же δi

– нормально распределенные случайные величины (например, δi – ошибки

~

измерения величины Y), то оценки θi (i=1,2,...n) таковы, что вероятность

получения данных значений выборки (y1,y2,...yn) и соответствующей совокуп- ности ошибок максимальна. В этом состоит теоретико-вероятностное обосно- вание метода наименьших квадратов.

Пример 5.4. Предполагая, что между переменными Y и X существует линейная зависимость y=θ1+θ2x, найти значения неизвестных параметров по методу наименьших квадратов, если результаты наблюдений представлены в

таблице
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	X
	1
	2
	 
	 
	3
	 
	4
	 
	6
	 

	 
	Y
	6,0
	4,2
	 
	 
	4,0
	 
	2,8
	 
	2,0
	Q(θ1,θ2) для зависимости

	 
	Решение.
	Составляем
	 
	 
	функцию

	y=ϕ(x,θ1,θ2)=θ1+θ2x
	[yi
	 
	 
	 
	,θ2 )]2.

	 
	 
	 
	n
	-ϕ (xi ,θ1

	 
	Q(θ1,θ2 ) = å

	 
	 
	 
	i=1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Система нормальных уравнений имеет вид





ì ∂ Q ïï∂ Q1 íï ∂ Q

ï∂ Q î 2




= 2ån [yi -θ1 -θ2 xi ](-1) = 0,

i=1

=2ån [yi -θ1 -θ2 xi ](-xi ) = 0.

i=1






После преобразований система принимает вид





	ìnθ +θ
	 
	n
	 

	2
	å x

	ï
	1
	 
	 
	i

	í
	 
	 
	 
	i =1

	n
	+θ
	n

	ïθ
	å x
	å

	î 1i =1 i
	 
	 
	 
	2 i =1






n

=å yi ,

i =1

n

xi2 =å yi xi .

i=1






По заданной таблице вычисляем

n

å xi = 1+ 2 + 3 + 4 + 6 = 16;

i=1

n

å xi2 = 1+ 4 + 9 +16 + 36 = 66;

i=1

n

å yi = 6,0 + 4,2 + 4,0 + 2,8 + 2,0 =19,0;

i=1

n

å xi yi =1×6,0 + 2× 4,2 + 3×4,0 + 4× 2,8 + 6 ×2,0 = 49,6.

i=1

Решая систему

ìí5θ1 +16θ2 = 19,0 î16θ1 + 66θ2 = 49,6 ,

	~
	 
	~
	= –0,76. Эмпирическая зависимость Y и X имеет вид

	имеем θ1
	=6,22 и
	θ2



y=6,22–0,76x.
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Пусть теперь дана система двух случайных величин (X,Y). При этом в результате n независимых испытаний получено n точек (x1,y1), (x2,y2), ...(xn,yn) (среди которых могут быть и совпавшие).

Требуется определить тесноту связи между переменными X и Y и уста- новить форму корреляции (предполагается, что зависимость Y от X близка к линейной).

Задача о тесноте линейной корреляции решается с помощью выборочно-

го коэффициента

	rB =
	 
	 
	-
	 
	×
	 
	 
	 

	xy
	x
	y
	,

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	xy
	Sx
	× Sy
	 

	 
	 
	 



Sx = x2 - (x)2 и Sy = y2 - ( y)2 .

Выборочный коэффициент линейной корреляции берется в качестве приближенного значения неизвестного теоретического коэффициента корре- ляции rxy системы (X,Y) и обладает теми же свойствами.

Если связь между переменными X и Y установлена, то требуется найти

прямую yx =ax+b, которая наилучшим образом выражает зависимость Y от

X. Эта задача решается методом наименьших квадратов. Искомое уравнение

имеет вид

yx - y = ρy / x (x - x) ,

	где ρ
	y / x
	=
	xy
	-
	x
	×
	y
	,

	 
	 
	 
	Sx2
	 



и носит название выборочного уравнения регрессии Y на X. Аналогично определяется уравнение прямой регрессии X на Y:

xy - x = ρx / y ( y - y) ,

где ρx / y = xy - 2x × y . Sy

Коэффициенты ρy/x и ρx/y называются коэффициентами прямой регрессии Y по X и X по Y соответственно и связаны с выборочным коэффициентом корреляции следующими соотношениями:

	ρ
	 
	= rB
	Sy
	,
	ρ
	 
	= rB
	S
	x
	,

	 
	Sx
	 
	Sy

	 
	y / x
	xy
	 
	 
	x / y
	xy
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rxyB = ±ρy / x × ρx / y ,

причем берется знак плюс, если оба коэффициента ρy/x и ρx/y положительны, и знак минус – если оба отрицательны.

Следует иметь в виду, что рассмотренные уравнения прямых регрессии Y на X и X на Y – различные прямые. Первая прямая получается в результате решения задачи о минимизации суммы квадратов отклонений по вертикали, а вторая прямая - при решении задачи о минимизации суммы квадратов откло- нений по горизонтали.

Остановимся на вопросе о способах вычисления выборочного коэффи- циента корреляции.

Если произведено небольшое число опытов и данные записаны в виде таблицы

		X
	X1
	x2
	...
	xn
	, то числовые характеристики вычисляются по

		Y
	Y1
	y2
	...
	yn

		формулам







x = 1 ån xi ; n i=1




	 
	 
	1
	n
	 
	 
	 
	1
	n
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	y =
	 
	å y ;
	xy =
	 
	å x y .

	 
	 

	 
	 
	n i=1
	i
	 
	 
	n i=1
	i i









x2 = 1 ån xi2 ; n i=1




y2 = 1 ån yi2 . n i=1






Решим числовой пример.

Пример 5.5. Найти выборочный коэффициент линейной корреляции и оба уравнения прямых регрессии по таблице

	X
	0,5
	0,1
	0
	–0,2
	0,4
	0,1

	Y
	3
	1
	1
	0
	3
	2



Решение. Находим необходимые числовые характеристики: x = 16 (0,5 + 0,1+ 0 - 0,2 + 0,4 + 0,1)= 0,15;

x2 = 16 (0,25 + 0,01+ 0 + 0,04 + 0,16 + 0,01)= 0,078 ; y = 16 (3 +1+1+ 0 + 3 + 2)=1,667 ;
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