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Предисловие авторов

Создание алгебраической теории первоначально было связано с ис-

	следованиями алгебраических уравнений и систем линейных уравнений.

	.
	ru



В ходе своего исторического развития алгебраическая теория существенно расширила и углубилаmatematemпредмет исследования, включив в него такие

объекты как группы, кольца, поля, алгебры, модули и т.д., так что в настоящее время ее можно охарактеризовать как теорию алгебраических структур, среди которых ее классические объекты играют важную, но далеко не исключительную роль.

Изучение курса алгебры полезно и необходимо для повышения общего уровня математической культуры, для осознания логики, красоты и силы ее общих построений и методов. С этой точки зрения, освоение серьезного курса алгебры является необходимой составной частью общего университетского математического образования.

В то же время, алгебраическая теория является живой, развивающейся наукой, тесно связанной с другими разделами математики и имеющей в них многочисленные и важные приложения. Так, уже на начальной стадии обучения можно проследить глубокую взаимосвязь алгебраической теории с геометрией. Использование алгебраических и аналитических методов позволяет сделать более компактным и формализованным представление геометрических свойств; использование геометрических понятий делает более наглядными абстрактные алгебраические построения. Алгебраическая теория тесно связана и со многими разделами математического анализа.. Например, доказательство основной теоремы алгебры многочленовwww о разрешимости алгебраических уравнений в поле комплексных чисел (см. тему 9) представляет собой синтез методов алгебры и анализа. В то же время, построение теории экстремума функций многих переменных опирается на результаты алгебраической теории квадратичных форм. Теория линейных дифференциальных уравнений и систем неразрывно связана с теорией алгебраических уравнений и систем линейных уравнений, опираясь в своих результатах на ее понятия и выводы. Это лишь некоторые примеры взаимопроникновения методов алгебры и методов других математических дисциплин на "учебном уровне". На уровне более глубокой "продвинутой теории"можно отметить наличие важных приложений алгебраических методов в вычислительной математике, в теории дифференциальных уравнений и функциональном
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анализе. Алгебраические понятия и методы составляют неотъемлемую часть математических основ теоретической физики, электротехники, радиофизики, теории колебаний, теории кодирования и др. Поэтому и в математическом образовании будущего инженера, физика, специалиста в области прикладной математики и информатики, важную роль играет знание алгебры и умение использовать алгебраические методы.

Данное учебное пособие возникло на основе лекций и практических

	занятий по алгебре для студентов–математиков первого курса факульте-

	 
	ru

	та физико–математических и естественных наук Российского универси-

	.
	 

	тета дружбы народов (РУДН). Пособие состоит из двух частей. Первая



часть посвящена изложению базовых понятий теории алгебраических структур. В нее включен материал, охватывающий решение систем линейных уравнений на основе метода Гаусса, элементы теории множеств и отображений, теорию определителей, алгебру матриц, начала теории групп, колец и полей, алгебру многочленов над полем комплексных чисел. По объему и тематике он соответствует курсу лекций, читаемых в первом семестре (3 часа лекций и 3 часа практических занятий в неделю). Во второй части пособия излагается теория линейных операторов в векторных пространствах. В нее будет включен материал, охватывающий основы теории векторных (линейных) пространств, систематическое изложение теории систем линейных уравнений, связь теории линейных операторов в конечномерных пространствах с алгеброй матриц и теорией систем линейных уравнений, спектральные свойства линейных операторов, теорию билинейных и квадратичных форм, свойства линейных операторов в евклидовых и унитарных пространствах. Эти вопросы изложены в объеме, соответствующем курсу лекций, читаемых во втором семестре (3 часа лекций и 3 часа практических занятий в неделю).

Отметим, что в первом и втором семестрах изучаются базовые поня-

	тия. Углубленному изучению алгебраических структур посвящен третий

	 
	matematem

	семестр общего курса алгебры в РУДН. Параллельно студентам читается

	.
	 

	курс лекций по аналитической геометрии, многие темы которого, есте-

	ственно, перекликаются с изложенными в данном пособии.



Нашаwwwкнига ориентирована на читателя, делающего первые шаги в изучении алгебраической теории, но готового идти по этой дороге достаточно далеко. При ее написании авторы стремились помочь такому читателю в преодолении трудностей, неизбежно возникающих при первом знакомстве с непривычным, в силу своей общности и абстрактности, математическим материалом. Это определило принятый нами стиль изложения. Мы ограничились в пособии кругом базовых идей и понятий алгебраической теории, стараясь излагать их достаточно подробно и на
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доступном уровне, причем с полными доказательствами, с большим количеством конкретных примеров и упражнений теоретического харак-

ную работу студента, добиться более глубокого и "объемного"понимания

тера. Решение упражнений, включенных в пособие, является необходимым этапом освоения курса, призванным активизироватьruсамостоятель-

теоретических положений. Упражнения дают также полезный материал для практических занятий и входят составной частью. в программу

коллоквиумов и экзаменов. Основательное освоение материала пособия послужит, как нам кажется,matematemнадежным мостиком к дальнейшему углуб-

ленному изучению более "продвинутой теории" алгебраических структур. На этой стадии обучения обоснования могут быть сделаны более лаконичными, поскольку накопление математической культуры позволит обучающимся (при необходимости) самостоятельно восстанавливать опущенные детали рассуждений.

В некоторых современных учебниках по алгебре такой лаконичный стиль изложения принят изначально. Это позволяет при сравнительно небольшом объеме включить в них ряд дополнительных вопросов, освещающих современное развитие алгебраической теории и богатство ее приложений. Конечно, это важно для формирования у студентов правильного общего представления об алгебре, как о живой, развивающейся науке, тесно связанной с другими математическими дисциплинами и имеющей в них многочисленные приложения. Отметим, однако, что лаконизм изложения нередко ставит перед начинающим читателем весьма трудные проблемы, решение которых ему не всегда по силам.

Читателям, заинтересованным в дальнейшем углублении алгебраических знаний, можно рекомендовать капитальный трехтомный учебник А.И. Кострикина [1], книгу Э.Б. Винберга [2]. В них освещено развитие, углубление и усложнение. алгебраической теории. Развитие взгляда на алгебраические структуры с позиций функционального анализа отображено в wwwучебнике А.Г. Баскакова [3]. В книгах В.А. Ильина и Г.Д. Ким [4], а также Е.Е. Тыртышникова [5] изложен совместный курс линейной алгебры и аналитической геометрии. Это позволило сочетать геометрические и алгебраические аспекты курса, подчеркнуть их глубокую взаимосвязь, сделать более наглядными абстрактные алгебраические конструкции и более компактным и формализованным изложение геометрических фактов. Отметим также, что в книге Е.Е. Тыртышникова содержится богатый материал о различных приложениях алгебраических методов в вычислительной математике и функциональном анализе.

Конечно, приведенные здесь ссылки затрагивают лишь малую часть большого списка превосходных учебников по алгебре, включающего в се-
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бя классические учебники И.М. Гельфанда, В.В. Воеводина, Н.В. Ефимова и Э.Р. Розендорна, А.Г. Куроша, Г.Е. Шилова и др. Авторы использовали ряд методических приемов из этих книг. Считаем своим приятным долгом поблагодарить рецензента Г.Г. Магарил–Ильяева и научного редактора книги К.Ю. Осипенко за ценные замечания, способствовавшие ее улучшению.

	 
	 
	matematem
	.

	 
	 
	М.Л. Гольдман,ruЕ.О. Сивкова

	www
	.
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Тема 1. Системы линейных уравнений. Метод Гаусса

Здесь рассмотрен общий метод решения систем линейных уравнений пу-

	тем последовательного исключения неизвестных — метод Гаусса. Он поз-

	matematem0 0 . . . 0 
	 
	ей си-

	воляет заменить исходную систему уравнений на эквивалентнуюru

	стему существенно более простого вида, решения которой.
	легко полу-



чить (или показать их отсутствие). Реализацию метода Гаусса удобнее осуществить, преобразуя расширенную матрицу системы. Поэтому, мы излагаем сначала метод приведения матриц к ступенчатому и простейшему виду (в п.п. 1.1—1.2), а затем применяем его для решения систем (п. 1.3).

1.1. Прямоугольные и квадратные матрицы

Прямоугольная матрица размера (m × n) — это прямоугольная таблица из m·n чисел — элементов матрицы, образующих m строк и n столбцов:

	 
	a11
	a12
	. . . a1n
	 
	 

	 
	a21
	a22
	. . . a2n
	 

	A =
	 
	...
	... ...
	 
	= aij ,

	...
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	am1
	am2
	. . . amn 
	 



aij — элемент i-ой строки и j-го столбца.

Матрица размера (m × n), все элементы которой равны нулю

	www
	.
	 
	 
	0 0 . . .
	0
	 
	 
	 
	 

	O =
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	... ... ... ...
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	0 0 . . .
	0
	 
	 
	 
	 

	— нулевая матрица порядка (m × n).
	 
	 
	 
	 
	 

	Пример 1.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	A =
	1 2
	−3
	)
	— матрица размера (2
	×
	3),

	(
	0 1/2 −4
	 
	 
	 
	 
	 

	A1 = (1 2 − 3) — 1-ая строка, A2 = (
	1/2
	) — 2-ой столбец,
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	a23 = −4 — элемент 2-ой строки и 3-го столбца;

	O = (
	0
	0
	0

	0
	0
	0 ) — нулевая матрица размера (2 × 3).



	Матрица размера (1×n) называется матрицей-строкой: A = (a1 a2 . . . an).

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	.
	b2
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	b1
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	bm

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Матрица размера (m×1) называется матрицей-столбцомru: B = ...
	.

	Матрица размера (n
	matematem
	 
	 
	 

	 
	×
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	a11
	a12
	. . . a1n
	 
	 
	 

	 
	 
	a21
	a22
	. . . a2n
	 
	 
	 

	 
	A =
	 
	...
	... ...
	 
	 
	 
	 

	 
	...
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	an1
	an2 . . . ann 
	 
	 
	 



называется квадратной матрицей порядка n. Элементы a11, a22, . . . , ann

образуют главную диагональ квадратной матрицы, а элементы a1n, a2(n−1), . . . , an1 — ее побочную диагональ.

Квадратная матрица порядка n, в которой все элементы главной диагонали равны единице, а остальные элементы равны нулю

	 
	 
	1
	0
	. . .
	0
	 

	 
	0
	1
	. . .
	0

	I =
	 
	 
	...
	...
	...
	 

	...
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	0
	0
	. . .
	1
	 



	 
	 
	.

	называется единичной матрицей порядка n.

	Если
	www
	 



Операции над матрицами

1◦. Равенство матриц.

Две матрицы A и B называются равными, если они одного размера и их соответствующие элементы совпадают: A = aij , B = bij — матрицы размера (m × n),

A = B aij = bij, i = 1, 2, . . . , m, j = 1, 2, . . . , n.

2◦. Умножение матрицы на число.

A = aij — матрица размера (m × n), λ R,







	1.1. Прямоугольные и квадратные матрицы
	9

	то по определению
	 
	λA = λaij .
	 

	 
	 
	 

	Ясно, что λA — матрица того же размера.
	 

	Пример 2.
	 
	 
	 

	1
	2
	3
	 

	A = ( 0
	1/2
	−−4 ) — матрица размера (2 ×ru3),
	 



.matematem

1)A + Bwww= B + A — коммутативность сложения;

2)A + (B + C) = (A + B) + C — ассоциативность сложения;

3)A + O = O + A = A — роль нулевой матрицы при сложении;

4)Определим −A = (−1) · A = − aij , тогда A + (−A) = (−A) + A = O;

5)1 · A = A;

6)(αβ)A = α(βA);

7)α(A + B) = αA + αB;

8)(α + β)A = αA + βA. .




A = λ1A1 + λ2A2 + . . . + λkAk,
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где A1, A2, . . . , Ak — матрицы одного размера, λ1, λ2, . . . , λk — числа, будем называть линейной комбинацией матриц A1, A2, . . . , Ak с

	коэффициентами λ1, λ2, . . . , λk.
	 
	 
	ru

	T
	T
	T



Отметим, что все сказанное применимо, в частности, к матрицамстрокам и матрицам-столбцам.

4◦. Транспонирование.

		Пусть A = aij — матрица размера (m × n). Транспонированная мат-

		 
	 
	 
	 
	matematem

		рица A определяется правилом A
	= aij — матрица. размера (n × m),

		такая что
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	aijT = aji, i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , m,

		т.е. при транспонировании строки матрицы A переходят в столбцы с теми

		же номерами.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		Квадратная матрица A называется симметричной, если AT = A и косо-

		симметричной, если AT = −A.
	 
	 
	 

		Пример 4.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	.

		 
	1
	2
	3
	 
	 
	 
	1
	0

		1) A =
	, AT =
	2 1/2

		0 1/2
	−4

		(
	 
	 
	−
	)
	 
	 
	 
	−3
	−4
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	T
	a2
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	a1
	 
	 
	 

		2) A = (a1 a2 . . . an), A =
	an
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 

		...
	.
	 
	 

		3) A = (
	1
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		2
	−1 ) = AT — симметричная матрица.

		Упражнение. Показать, что (AT )T = A (см. упражнение 1.5).

		1.2.
	Элементарные.
	преобразования матриц



ются наwwwλ).

Пусть A = aij — матрица размера (m × n).

Элементарными преобразованиями матриц 1-го рода называются преобразования следующего вида:

1◦. Перестановка 2-x строк матрицы.

2◦. Умножение строки на число λ ≠ 0 (т.е. все элементы строки умножа-

3◦. Добавление к одной строке другой строки с коэффициентом λ (т.е. к

элементам одной строки добавляем соответствующие элементы другой с
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      Для продолжения скачивания необходимо пройти капчу:

      
      
        

        

        
          
        

      


    


  


  

  
  
  
    
    
    
    
    
  

  
  
  


     

  

  
  
  

  


  

  
  
    
  

