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Введение

Современному инженеру часто приходится иметь дело с задачами, которые требуют от него хорошей математической подготовки и твердых навыков в применении разнообразных математических методов. Расширение математического кругозора инженеров немало способствует новым достижениям науки.

Вариационное исчисление является одним из наиболее важных для приложений разделом, поэтому студентам ряда специальностей технического университета необходимы первоначальные сведения по вариационному исчислению. Данный курс лекций имеет целью помочь студентам усвоить основы предмета.

В курсе рассматривается экстремум простейшего функционала, на примере которого выводится метод решения вариационных задач, получивший название метода вариаций. Уделено особое внимание основным понятиям метода. Отдельные главы посвящены обобщениям простейшей задачи и задаче Больца. Подробно рассмотрены достаточные условия экстремума. Представлены прямые численные методы решения вариационных задач Ритца и Галеркина.

Все разделы данного курса снабжены примерами.
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1.Понятие функционала и вариационных задач.

Определение 1. Пусть M - множество функций y = y(x) , определенных на отрезке [a, b] . Если каждой функции y = y(x) из множества M по некоторому

	закону поставлено в соответствии определенное число J ,
	то говорят, что на

	множестве M задан функционал J[ y(x)] . Функцию
	y = y(x) называют



функциональным аргументом, а множество M - областью определения или областью задания функционала.

Поскольку уравнение y = y(x) описывает на отрезке некоторую кривую γ , то говорят также, что функционал J[ y(x)] определен на множестве кривых γ , а

	значение функционала для некоторой функции
	 
	y = y0 (x)
	из
	M
	называют

	значением функционала на соответствующей кривой γ0 .
	 
	 
	 

	Пример. Рассмотрим множество функций
	 
	y = y(x) ,
	непрерывных на

	отрезке [0,1] . Тогда S площадь криволинейной трапеции, ограниченной кривой

	y = y(x) , осью Ox и прямыми x = 0 , x = 1 есть функционал
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	S[ y(x)] = ∫ y(x)dx .
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Пусть y = x , тогда
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	1
	 
	x
	2
	 
	1
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	S[ y(x)] = ∫ xdx =
	 
	 
	 
	 
	 
	=
	.
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 

	Если y = x2 , то
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	x3
	 
	 
	1
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	S[ y(x)] = ∫ x2dx =
	 
	 
	 
	 
	=
	.
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	0
	3
	 
	 
	 

	Если y =
	1
	, то
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	x + 2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	1
	1
	dx = ln x + 2 0
	= ln 3 − ln 2 = ln1,5 .
	 
	 

	 
	 
	S[ y(x)] = ∫
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	0
	x + 2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	И т. д. Мы видим, что каждой конкретной кривой y = y(x)
	соответствует

	определенное значение площади S и, следовательно, площадь криволинейной

	трапеции есть функционал S = S[ y(x)] .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	y = y(x) ,

	Пример.
	Аналогично можно
	рассмотреть множество функций



непрерывных на отрезке [a, b] . Тогда длина дуги плоской кривой есть функционал

b

L[ y(x)] = ∫ 1 + y′2 (x)dx .

a
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2.Предмет вариационного исчисления

Для каждого из приведенных примеров можно поставить задачу на экстремум: в области определения функционала найти ту функцию y = y(x) , на которой функционал достигает максимального или минимального значения. Например, найти ту функцию y = y(x) , для которой площадь криволинейной трапеции S = S[ y] будет наименьшей (или наибольшей).

Вариационное исчисление позволяет находить максимальные и минимальные значения функционалов.

Особую роль в развитии вариационного исчисления сыграла задача о брахистохроне, поставленная И. Бернулли в 18 веке:

Среди кривых, соединяющих две данные точки A и B , не лежащие на одной вертикальной прямой, найти ту, по которой материальная точка под действием силы тяжести с начальной скоростью, равной 0, скатывается в кратчайшее время (линия наибыстрейшего ската) (рис. 1).

Рис. 1

Проведем через точки A(x1, y1) и B(x2 , y2 ) вертикальную плоскость. Если на материальную точку действует только сила тяжести, то в каждой точке (x, y) , траектории выполняется равенство

	 
	mv2 mv 2
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	−
	 
	0
	= mgy ,

	2
	 
	 
	2

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	откуда
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	v = v( y) =
	 
	 
	.
	 

	 
	2gy

	С другой стороны
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	dx
	,

	 
	v =
	ds
	=
	1 + y′2

	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	dt
	 
	 
	dt



где ds - дифференциал дуги, откуда получаем

	 
	1 + y′2 dx
	 
	 
	 

	 
	= 2gy ,

	 
	dt

	 
	 
	 
	 

	или
	 
	 
	 

	6
	 
	 
	 













dt = 1 + y′2 dx . 2gy

Интегрируя обе части равенства, получаем

	x2
	 
	 
	 
	 

	1 + y′2 dx
	 

	T[ y(x)] = ∫
	 
	 
	 
	 
	.

	 
	 
	 
	 

	 
	2gy

	x1
	 
	 

	 
	 
	 
	 



Очевидно, что время зависит от выбора кривой y = y(x) . Задача состоит в том, чтобы найти ту кривую, по которой точка скатывается в точку за кратчайшее время.

Также выделяют группу изопериметрических задач: среди замкнутых кривых данной длины найти ту, которая ограничивает наибольшую площадь.

3.Некоторые определения и обозначения.

	 
	Мы
	будем рассматривать
	функции
	y = y(x) ,
	определенные
	на
	отрезке

	[a, b] ,
	со
	значениями
	 
	на
	множестве
	 
	действительных
	чисел
	R ,
	т.
	е.

	 
	y(x) : [a, b] ® R .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Определение 2. Пусть функционал
	исследуется на экстремум и функция

	 
	ˆ
	подозревается
	 
	в качестве точки экстремума, тогда значение

	 
	y = y(x)
	 

	функционала сравнивается со значениями функционала на множестве M

	функций y = y(x) , которые называются функциями сравнения.
	 
	 
	 
	 

	 
	Определение 3. Функционал достигает на функции
	ˆ
	минимума,

	 
	y = y(x)

	если значения функционала на множестве функций сравнения
	y = y(x)
	не

	меньше,
	чем значение
	 
	J[ yˆ (x)] ,
	т. е.
	 
	 
	ˆ
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	J[ y(x)] ³ J[ y(x)] . Если знак неравенства

	противоположный, то говорят, что функционал достигает на функции
	 
	ˆ
	 

	y = y(x)

	максимума.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Определение
	4.
	 
	 
	 
	Окрестностью
	нулевого
	порядка (или
	сильной

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	ˆ
	называется множество непрерывных функций

	окрестностью) функции y = y(x)

	 
	y = y(x)
	 
	таких,
	что при некотором
	ε > 0 и для
	всех
	x [a, b]
	выполнено

	неравенство
	 
	 
	 
	ˆ
	 
	 
	< ε .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	y(x) − y(x)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Определение 4. Окрестностью первого порядка (или слабой окрестностью)

	функции
	 
	 
	 
	 
	ˆ
	называется множество непрерывных функций y = y(x)
	таких,

	y = y(x)

	что при
	 
	некотором
	ε > 0
	и
	для
	всех
	x [a, b]
	выполнено
	неравенство

	 
	ˆ
	 
	 
	+
	 
	′
	ˆ ′
	 
	< ε .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	y(x) − y(x)
	 
	y (x) − y (x)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Определение 5. Минимум функционала J[ y] , достигаемый на в ее сильной (слабой) окрестности, называется сильным минимумом. Аналогично дается определение для сильного (слабого) максимума.

Сильный экстремум является одновременно и слабым.

Определение 6. Слабый и сильный экстремумы функционала называются локальными (или относительными) экстремумами функционала.
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Определение 7. Экстремум функционала, достигаемый на множестве M всех функций y = y(x) , на которых он определен, называется абсолютным экстремумом. Абсолютный экстремум является одновременно и локальным.

4.Простейшие задачи вариационного исчисления. Вариация

функционала.

Пусть функция F (x, y(x), y′(x)) непрерывна и имеет непрерывные частные производные по совокупности своих аргументов до 2-го порядка включительно.

Рассмотрим функционал

	b
	 

	∫F (x, y(x), y′(x))dx .
	(1)

	a
	 

	Среди всех функций y = y(x) , непрерывных на отрезке
	[a, b] и

	удовлетворяющих условиям
	 

	y(a) = A, y(b) = B ,
	(2)



требуется найти ту, которая доставляет экстремум функционалу (1).

Т. е. среди всех кривых γ , проходящих через две заданные точки, найти ту, которая доставляет экстремум функционалу (1).

Пусть функция y = y(x) доставляет экстремум функционалу (1) в простейшей задаче вариационного исчисления (ПЗВИ). Найдем необходимые для этого условия.

Введем в рассмотрение функцию η(x) C[a, b] , такую, что η(a) = η(b) = 0 .

	И рассмотрим семейство функций
	~

	y (x) = y(x) + αη(x) , зависящих от параметра



α . При достаточно малых α это семейство будет принадлежать окрестности 1-

	го порядка
	функции y(x) ,
	а кривые
	~
	соответствующие функциям

	γ ,

	~
	 
	 
	 
	 

	y (x) = y(x) + αη(x) будут допустимыми кривыми.
	 

	Имеем
	 
	 
	 
	 

	 
	~
	b
	~
	 

	 
	~
	′(x))dx ,

	 
	J[ y (x)] = ∫ f (x, y (x), y

	~
	~
	a
	 
	 

	 
	 
	 

	где y (a) = A, y (b) = B .
	 
	 
	 

	Данный функционал является функцией параметра α , поэтому обозначим

	ее Φ(α) :
	 
	 
	 
	 

	 
	~
	b
	 
	 

	 
	= ∫ f (x, y(x) + αη(x), y′(x) + αη′(x))dx

	 
	Φ(α) = J[ y (x)]



a

Т. к. функция y = y(x) доставляет экстремум функционалу (1), то функция Φ(α) имеет в точке α = 0 экстремум, необходимое для этого условие Φ′(0) = 0 .

Найдем эту производную:

8







	b
	~ ~
	¢) × h¢]dx ,

	~ ~

	F¢(a) = ∫ [Fy (x, y, y
	¢) × h(x) + Fy′ (x, y, y

	a
	 
	 



¢(0) b [Fy (x, y, y) (x) Fy′ (x, y, y) ¢]dx .

F = ∫ × h + × h

a

Определение 8. Производная функции Φ(α) по α в точке α = 0 называется первой вариацией функционала (1) и обозначается δJ .

Равенство нулю первой вариации функционала δJ = 0 является необходимым условием экстремума.

Получаем, чтобы найти кривые, на которых функционал может достигать экстремум, следует приравнять к нулю первую вариацию функционала и из полученного уравнения найти эти решения. Однако, вариация функционала сама является функционалом, поэтому на практике решить такую задачу достаточно трудно [1].

Преодолеть эту трудность поможет основная лемма вариационного исчисления.

Лемма. Пусть функция f (x) непрерывна на отрезке [a, b] . Если при любой непрерывной функции η(x) :

b

∫ f (x)η(x)dx = 0 ,

a

то f (x) ≡ 0 .

Теорема. Для того чтобы функционал J[ y] (1) в ПЗВИ достигал на данной функции y(x) экстремума, необходимо и достаточно, чтобы она удовлетворяла уравнению Эйлера

	Fy −
	d
	Fy′ = 0 .
	(3)

	 

	 
	dx
	 



Доказательство. Пусть функция y = y(x) , удовлетворяющая условиям (2), доставляет экстремум функционалу J[ y] (1). Тогда

J b [Fy (x, y, y) (x) Fy′ (x, y, y) ¢]dx 0 . d = ∫ × h + × h =

a

Здесь η(x) C[a, b] , причем η(a) = η(b) = 0 . Проинтегрируем 1-е слагаемое по частям.

x

Пусть u = η(x) , du = η′(x)dx , dv = Fy dx , v = ∫ Fy dx .

a





	b 
	 
	x
	 
	b

	 

	 
	 
	 
	 
	 

	∫ Fy′ × h¢(x) +
	h× ∫ Fy dx
	 
	 

	a 
	 
	a
	 
	a

	 

	 
	 
	 
	 
	 






		b x
	 
	 

		 

		 
	 

		- ∫ ∫ Fy dx
	 
	×h¢ dx = 0 .

		a a
	 
	 

		 
	 
	 








Поскольку второе слагаемое обращается в нуль, получаем
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	b 
	 
	−
	x
	 
	 
	′
	= 0
	 
	 

	 
	∫
	F
	y′
	∫
	F
	dxη dx
	.
	 

	 
	 
	 
	y
	 
	 
	 
	 

	 
	a
	 
	 
	 
	a
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	По основной лемме
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	Fy′ − ∫ Fy dx = C ,
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	a
	 
	 
	 
	 
	 

	где C = const . Это интегральная форма уравнения Эйлера.
	 

	 
	x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Функция
	∫ Fy dx имеет непрерывную
	производную
	Fy , а значит и

	 
	a
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Fy′ = ∫ Fy dx + C
	также имеет непрерывную производную по
	x , следовательно,



a

x

уравнение Fy′ − ∫ Fy dx = C можно продифференцировать. Получаем

a

Fy − d Fy ′ = 0 . dx

Что и требовалось доказать.

Данное уравнение называется уравнением Эйлера.

Если расписать более подробно левую часть уравнения Эйлера, получим

Fy − Fy′x − Fy′y y′ − Fy′y′ y′′ = 0 .

Очевидно, что в общем случае оно является дифференциальным уравнением 2-го порядка, и его общее решение будет содержать две произвольные постоянные, которые можно определить из граничных условий

(2).

Определение 9. Решения уравнения Эйлера называются экстремалями или стационарными кривыми.

5.Простейшие случаи интегрируемости уравнения Эйлера.

Итак, уравнение Эйлера для функционала (1), где функция y = y(x) удовлетворяет граничным условиям (2), имеет вид

Fy − d Fy ′ = 0 . dx

Как отмечено выше, уравнение (3) в общем случае представляет собой нелинейное дифференциальное уравнение второго порядка, которое далеко не во всех случаях интегрируется.

Рассмотрим следующие простейшие случаи [2]:

5.1. Функция F не зависит от y′ , т. е. F = F (x, y) .
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