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Олимпиада школьников «Ломоносов» по математике

Задания отборочного этапа олимпиады школьников «Ломоносов» по математике

2012/13 и 2013/14 учебные годы

5 – 9 классы

В начале каждого варианта обычно предлагаются 1-2 не очень сложных задач, которые способно решить большинство участников олимпиады. Таковы, например, следующие задачи.

1 (7-9 классы). В классе состоялись выборы двух учеников для поездки на международный фестиваль. Каждый из шести членов жюри выдвинул троих кандидатов:

1. Аня, Ваня, Таня; 2. Ваня, Таня, Оля; 3. Таня; Оля; Поля; 4. Оля; Поля; Коля; 5. Поля; Коля; Толя; 6. Коля, Толя, Аня. Было решено, что в каждой выдвинутой тройке должен быть ровно один будущий участник фестиваля. Можно ли выбрать пару

участников, исходя из таких правил отбора?

Решение. Здесь очень быстро можно догадаться, что Аню, Ваню и Толю брать нельзя, так как они встречаются в списке только 2 раза. После этого заметим, что Таня встречается в 1, 2, 3 пункте, Оля – в 2, 3, 4; Поля – в 3, 4, 5 и Коля – в 4, 5, 6. Очевидно, что только Таня и Коля подходят.

Ответ: Можно. Участники: Таня, Коля.

2 (7-8 классы). Возраст трёх могучих дубов в сумме составляет ровно 500 лет. Когда самый молодой из этих дубов достигнет нынешнего возраста среднего, средний дуб будет в том же возрасте, в котором сейчас находится старший, и будет в четыре раза старше нынешнего возраста самого младшего дуба. Назовите нынешний возраст всех трёх дубов.

Решение. Эта задача чуть сложнее «обычной» школьной задачи. Обозначим возрасты дубов как x, y, z. Самый молодой дуб

1
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	достигнет возраста среднего через
	y − x лет. Тогда условия задачи

	 
	x + y + z = 500,
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	можно записать в виде системы: 
	2y − x = z,
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	2y − x = 4x.
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Решить систему несложно,
	получается:
	x =
	200
	,
	y =
	500
	,

	 
	800 .
	 
	 
	3
	 
	 
	3
	 

	z =
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Ответ: 66 лет 8 мес.; 166 лет 8 мес.; 266 лет 8 мес.

3 (7 класс). В прямоугольном треугольнике длины обоих катетов и гипотенузы – целые числа. Может ли площадь этого треугольника быть не целой?

Решение. Если хотя бы один катет чётный, то площадь – це-

	лое число. Допустим оба катета нечётные: a = 2n +1,
	b = 2m +1.

	Тогда c2 = a2 + b2 = 4n2 + 4n + 4m2 + 4m + 2
	кратно 2, но не кратно

	4. Следовательно, c не может быть квадратом целого числа.

	Ответ: Нет.
	 
	 
	 

	4 (8-9 классы). Можно
	ли
	в
	выражении



±1± 2 ± 22 ± 23 ± ... ± 210 расставить знаки «+» и «–» так, чтобы р е- зультат был равен: а) 2014; б) 2013?

Решение.

a) Здесь ответ очевиден. Ведь левая часть выражения всегда нечётна. Поэтому она не может быть равна 2014.

б) Если поставить в выражение все знаки «+», то получится 1+ 2 + 4 + …+ 210 = 211 −1 = 2047 . Обозначив через S+ сумму чисел, перед которыми стоит знак «плюс», а через S− – сумму чисел, перед которыми стоит знак «минус», получаем систему уравнений:

S+ + S− = 2047,

S+ − S− = 2013.

Решив её, получим S+ = 2030 , S− = 17 .

2
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Заметим, что 17 = 1+16 (например, представив в двоичной системе счисления 17 = 100012 ). Значит, перед числами 1 и 16 нуж-

но поставить знак «–», а перед остальными – знак «+».

Возможно и решение подбором: постепенное приближение к

2013. Заметим, что 1024 + 512 + 250 +128 + 64 + 32 = 2016 . Отнимем

16, получим 2000; прибавив 8, получаем 2008. Осталось из чисел 4, 2, 1 «набрать» +5, это 4 + 2 −1.

Ответ: a) Нет. б) Да.

Затем обычно идут более сложные задачи.

5 (7 класс). Петя задумал трёхзначное число. Когда Петя поделил это число на сумму его цифр, он получил частное (неполное) 15 и 9 в остатке. Отгадайте, какое число задумал Петя.

Решение. По условию: abc = 100a )10b ) c = 15(a ) b ) c) ) 9 ,

причём a + b + c > 9 . Преобразовав, получим 85a − 5b = 9 +14c . Видно, что 9 +14c кратно 5, что возможно только при c = 9 .

Поэтому 17a = b + 27 , откуда a = 2 , b = 7 .

	Ответ: 279.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	6
	(7 класс). Найдите все пары натуральных m и n,
	таких,
	что

	НОД (m, n) = 1000, а НОК (m,n) = 1000000 .
	 
	 
	 
	 

	Решение. НОК (m,n) = 1000000 = 26 56 ,
	поэтому
	m
	и
	n

	должны
	иметь
	вид:
	m = 2a 5b
	и
	n = 2c 5d ,
	причём

	max (a, c) = max (b, d) = 6 .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Кроме того,
	НОД (m, n) = 1000 = 23 53 , следовательно,

	min (a, c) = min (b, d) = 3 .
	Таким образом, в каждой из пар
	(a, c) ,

	(b, d )
	одно из чисел равно 3,
	а другое – 6.
	Например,
	для пары

	(a, c)
	возможно два варианта:
	a = 3 ,
	c = 6 или a = 6 , c = 3 . Также

	возможно два варианта для пары (b, d ) .
	 
	 
	 
	 

	В итоге получаем 4 комбинации, которые и дают ответ.
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	3
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Ответ: (1000,1000000) , (1000000,1000) , (8000,125000) и (125000, 8000).

Завершающие вариант задачи обычно довольно трудные. Отметим, что традиционно учащиеся испытывают большие проблемы с задачами по геометрии.

7 (7-8 классы). В равнобедренном треугольнике ABC каждый из углов содержит нецелое число градусов. Известно, что через одну из вершин этого треугольника можно провести прямолинейный разрез, разбивающий треугольник ABC на два равнобедренных треугольника. Найдите углы треугольника ABC.

Решение. Допустим, что AB = BC. Рассмотрим следующие случаи:

1. Прямая проходит через вершину B и пересекает AC в точке D. Заметим, что BD < AB , поэтому в треугольнике ABD они не могут быть равными. Возможны случаи:

а) Случай AD = BD. Если BD = DC, то BD – медиана, биссектриса и высота, следовательно, A = 45° , что противоречит условию. Следовательно, BC = CD. Обозначим A = C = α . ТогдаBDC = DBC = 2α , откуда (сложив углы в BBCD ) получим 5α = 180° , то есть α = 36° , что снова противоречит условию.

б) Случай AD = AB разбирается аналогично.

2.Прямая проходит через вершину A и пересекает сторону BC

вточке E. Заметим, что BE < AB , поэтому возможны два случая:

	а) Случай AB = AE .
	Заметим, что в этом случае AC > AE , а

	CE < AE , следовательно,
	AC = CE . Обозначив BAC = C = α ,

	получим: ABE = AEB = 180° − 2α , поэтому BAE = 4α −180° и

	CAE = 180° − 3α = CEA . Сложив углы в
	∆CAE , получаем

	360° − 5α = 180° , откуда α = 36° ,
	что противоречит условию зада-

	чи.
	 
	 
	 

	б) Случай BE = AE .
	Если
	в ∆ACE выполнено равенство

	AE = EC , то AE – медиана, равная половине стороны BC, то есть

	A = 90° , что невозможно. Если
	AE = AC ,
	то снова получается

	треугольник с углом 36° .
	 
	 
	 

	 
	 
	4
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	Если же
	AC = CE ,
	то обозначив
	BAC = ACB = α , полу-

	чим AEC =
	180° − α , тогда AEB =
	180° + α . Сложив углы в

	 
	2
	 
	 
	 
	2

	BABE (учитывая,
	 
	что
	ABE = BAE = 180° − 2α ), получаем:

	360° − 4α + 180° + α
	 
	= 180° , откуда α = 540° , что и даёт ответ.

	 
	2
	 
	 
	 
	7

	Ответ:
	180°
	,
	540°
	и 540° .
	 

	 
	7
	 
	7
	7
	 



8 (8-9 классы). Внутри круга с диаметром AB выбрана точка C и проведены прямые AC и BC, пересекающие окружность в

	точках M и N соответственно.
	Известно,
	что
	 
	AC
	 
	= 2014
	и

	 
	CM

	BC
	= 3422 . Найдите угол ACB.
	 
	 
	 
	 
	1711
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	CN
	1007
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Решение. Обозначив AC = 2014x , CM = 1711x ,
	BC = 3422y ,

	CN = 1007y , запишем равенство AC·CM = BC·CN ,
	из
	которого

	следует, что x = y .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Угол ANB = 90° , так
	как
	опирается
	на
	диаметр. Тогда

	NAC = 30° , поскольку CN =
	1
	AC
	, следовательно, ACN = 60° и

	ACB = 120° .
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Ответ: 120° .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	9 (8-9 классы). Известно,
	что
	x1 , x2 , x3
	– различные корни



уравнения x3 − x −1 = 0 . Составьте уравнение наименьшей степени,

	корнями которого являются числа
	 
	x +1
	,
	 
	x
	+1
	и
	 
	x3
	+1
	.
	 
	 
	 

	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	−1
	 
	 
	 

	 
	x −1
	 
	x
	−1
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Решение. Обозначим t
	=
	x
	+1
	, t
	 
	=
	 
	x
	 
	+
	1
	и t
	 
	=
	x3
	+1
	и вы-

	1
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	3
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	x3
	−1

	1
	 
	x1
	−1
	 
	 
	 
	 
	 
	x2 −1
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



разим xi через ti , i = 1, 2, 3 .

5
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	Тогда
	x
	=
	ti +1
	.
	Подставляя
	 
	в
	 
	уравнение, получим

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	i
	 
	ti −1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	t
	 
	+1
	3
	t +1
	 
	 
	 
	 
	 
	−t3
	) 7t2
	) t )1
	= 0 . Поскольку ti =/ 1 ,

	 
	 
	i
	 
	 
	−
	i
	 
	−1 = 0 , откуда
	i
	i
	 
	i
	 

	t
	−1
	1
	 
	(t −
	1)
	3
	 

	 
	i
	 
	t
	−
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	i
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	i
	 
	 
	 
	 

	то все они являются корнями уравнения −t3 + 7t2 + t +1 = 0 .

	 
	 
	 
	Ответ:
	Уравнение
	t3 − 7t2 − t −1 = 0
	или получающееся из

	него умножением на постоянный множитель.
	 
	 



10 (9 класс). На урок химии учительница принесла полную колбу с 40% соляной кислотой. Она отлила некоторое количество в первую пробирку, долила колбу дистиллированной водой доверху и перемешала. Потом такое же количество отлила во вторую пробирку, долила колбу дистиллированной водой и перемешала. Потом такое же количество отлила в третью пробирку, опять долила дистиллированной воды и перемешала. В результате концентрация

кислоты в колбе стала равна 16 87 % . Какова концентрация кислоты

во второй пробирке (в процентах)?

Решение. Обозначим через q ту часть кислоты, которая остаётся в колбе. Заметим, что каждый раз количество чистой кислоты в сосуде умножается на это q, следовательно, концентрация кислоты после разбавления водой тоже умножается на q.

Тогда, после трёх разбавлений концентрация равна

	40q3 = 16
	7
	=
	135
	, то есть
	q3 =
	27
	, откуда
	q =
	3
	. Значит, после

	 
	8
	 
	8
	 
	 
	64
	 
	 
	4
	 



первого разбавления концентрация стала равна 40q = 40·34 = 30% ,

это и есть концентрация во второй пробирке.

Ответ: 30 %.

11 (9 класс). Решите уравнение

(x2 − 7x) 2013 (x2 − 7x)2 +1 + (2x + 6) 2013 (2x + 6)2 +1 = 0 .

6
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	Решение. Здесь
	 
	 
	нужна
	наблюдательность.
	Пусть

	 
	 
	Заметим, что функция
	f (t) является нечётной.

	f (t) = t·2013
	t2 )1
	.

	Несложно показать,
	что при неотрицательных t1 , t2 из t1 > t2 сле-

	дует, что t
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	·2013 t2
	+1 > t
	2
	·2013
	t2 +1
	. Из нечётности вытекает, что это

	1
	1
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 

	верно и в случае,
	когда оба числа t1 , t2 неположительны. Если же

	t1 > 0 > t2 , то f (t1 ) > 0 > f
	(t2 ). Таким образом, f (t) возрастает на

	всей числовой оси.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Теперь
	уравнение
	можно
	записать
	как

	f (x2 − 7x) ) f (2x ) 6) = 0 ,
	откуда, используя нечётность, получим

	f (x2 − 7x) = f (−2x − 6) .
	Поскольку функция возрастает, указанное

	равенство возможно только при
	x2 − 7x = −2x − 6 . Это квадрaтное

	уравнение имеет корни: x = 2 , x = 3.
	 
	 

	Ответ: x = 2 , x = 3.
	 
	 
	 
	 
	 

	12 (9
	класс).
	В
	равнобедренном
	треугольнике
	ABC

	( AB = AC )
	проведена биссектриса BL. Ее длина равна разности



BC − AL . Найдите углы треугольника ABC. Решение. Выберем на осно-

вании BC точку M, так, чтобы

CM = AL (см. рисунок), тогда

BM = BC − AL = BL .

Заметим, что BCAC = BCAB , что, по свойству биссектрисы, равно LCAL = MCLC . Следовательно, тре-

угольники BABC и ∆MLC подобны (по двум сторонам и углу).

7
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	Обозначим
	ABC = 2α ,
	тогда
	LBM = α
	и

	BML =
	180° − α
	. C другой стороны, LCM = MLC = 2α , следо-

	 
	2
	 
	 
	 
	 



вательно, LMC = 180° − 4α .

Сложив получившиеся смежные углы, получим уравнение

	180° − α +180° − 4α = 180° , решение которого:
	α = 20° . Поэтому

	2
	 

	B = C = 40° , A = 100° .
	 

	Ответ: 100° , 40° , 40° .
	 



Задания заключительного этапа олимпиады школьников «Ломоносов» по математике

5-9 классы

Задания заключительного этапа олимпиады обычно менее трудоемки, чем задания отборочного этапа. Но при этом уровень трудности заданий примерно такой же. В начале варианта традиционно располагаются не очень сложные задачи (но и не совсем уж простые!).

1 (7-9 классы). На острове рыцарей и лжецов живут рыцари, которые всегда говорят правду, и лжецы, которые всегда лгут. Однажды путешественник забрёл на вечеринку, на которой собрались 12 жителей острова (назовём их для краткости A, B, ..., L). Путешественник подсел к A и начал задавать вопросы: B – рыцарь или лжец?; C – рыцарь или лжец?; ...; L – рыцарь или лжец? По полученным 11-ти ответам путешественник смог определить, сколько всего рыцарей среди A, ..., L. Сделайте это и вы.

Решение. Здесь нужно понять «логику» процесса. Допустим, A назвал n человек рыцарями и (11− n) – лжецами.

Если A – рыцарь, то это означает, что на вечеринке присутствует

	n +1
	рыцарь. Если A – лжец, то это зн ачит, что присутствует

	(
	− n
	)
	рыцарей. Чтобы путешественник смог гарантированно

	11
	 

	 
	 
	 
	8
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определить число рыцарей, эти два числа должны совпасть, что будет только при n = 5 . Значит, было 6 рыцарей.

Ответ: 6.

2 (8 класс). Найдите количество пар целых чисел (m, n) , для

	которых выполнено равенство n2 + 22014 = m2 .
	 

	Решение. Так как
	(m ) n)(m − n) = 22014 ,
	то m + n = ±2k ,

	m − n = ±2l , где k + l = 2014 . Число m = ± 2k + 2l
	– целое, поэтому

	 
	2
	 

	k, l > 0 . Получаем пары:
	(2013,1) , (2012, 2) , …, (1, 2013) , – всего



2013 пар, которые дают 4026 вариантов (с плюсом или минусом).

Ответ: 4026.

Остальные задачи посложнее.

3 (7 класс). Найдите наименьшее целое n > 3, при котором не существует выпуклого n-угольника, каждый внутренний угол которого составляет чётное число градусов.

Решение. Сумма внешних углов должна составлять 360° . Каждый из этих углов не может быть меньше 2° . Если n = 181 , то их сумма будет не менее 362, что ведёт к противоречию. Если же n ≤ 180 , то можно построить многоугольник с внешними углами, сумма которых составляет 360° .

Ответ: 181.

4 (7-8 классы). Незнайка придумал фантастическое умноже-

	ние , которое для любых x и y удовлетворяет аксиомам нулика-

	тивности x x = 0 и тилимилитивноcти:
	x (y z) = (x y) ) z .

	Помогите Знайке вычислить 1755 2014 .
	 



	Решение.
	Заметим, что x 0 = x (x x) = (x x) ) x = x .

	Следовательно,
	x = x (z z) = (x z) ) z , откуда x z = x − z при



любых x и z. Значит, 1755 2014 = 1755 − 2014 = −259 .

Ответ: −259 .
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