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ЛЕКЦИЯ 13

(системы линейных уравнений, совместность, элементарные преобразования; понятие эквивалентности систем линейных уравнений; элементарные матрицы, их свойства, результат умножения матриц на элементарные матрицы слева и справа; матрица Dr, приведение прямоугольной матрицы к Dr-виду; отношение эквивалентности на множестве прямоугольных матриц, первое определение ранга; представление обратимой матрицы в виде произведения элементарных матриц)

ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ МАТРИЦЫ. Dr-ВИД ПРЯМОУГОЛЬНОЙ МАТРИЦЫ

Системы линейных уравнений

Система m линейных уравнений с n неизвестными имеет вид:

	 
	a11x1 + a12x2 + : : : + a1nxn = b1;
	 

	8 a21x1 + a22x2 + : : : + a2nxn = b2;
	(1)

	>
	::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
	 

	>
	 
	 

	<
	 
	 



>

>

: am1x1 + am2x2 + : : : + amnxn = bm;

x1; : : : ; xn неизвестные, b1; : : : ; bm свободные члены. Коэффициенты aij при неизвестных образуют прямоугольную матрицу A размера (m n). Считаем, что коэффициенты системы и свободные члены принадлежат полю P . Систему (1) можно записать в матричной форме

	a11
	a12
	: : : a1n
	x1
	1
	 
	b1
	1
	 
	 

	0a21
	a22
	: : :
	a2n
	10x2
	=
	0b2
	:
	(2)

	Ba:m: :1
	a:m: :2
	:: :: ::
	a:mn: :
	CB ...
	C
	 
	B ...
	C
	 
	 

	B
	 
	 
	 
	CBxnC
	 
	BbmC
	 
	 

	@
	 
	 
	 
	A@
	A
	 
	@
	A
	 
	 



Обозначим столбец неизвестных размера (n 1) через X, столбец свободных членов размера (m 1) через B и запишем (2) в виде линейного матричного уравнения:

	AX = B:
	(3)



Наряду с матрицей A введем расширенную матрицу коэффициентов (AjB). Она получается из A приписыванием столбца свободных членов:

	(A B) =
	0a21
	a22
	: : : a2n
	b2
	1
	:
	(4)

	j
	a11
	a12
	: : :
	a1n
	b1
	 
	 
	 

	Ba:m: :1 a:m: :2
	:: :: ::
	a:mn: :
	:b:m:C
	 
	 

	 
	B
	 
	 
	 
	 
	C
	 
	 

	 
	@
	 
	 
	 
	 
	A
	 
	 



Набор

0x1 1

x

@ A

B 2 C 

B ... C = X

xn

называется решением системы (1), если каждое из уравнений в (1) обращается в тождество при замене неизвестных x1; : : : ; xn на x1; : : : ; xn.

Система (1) называется совместной, если она имеет решение, в противном случаенесовместной.
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Эквивалентные системы

Определение 1. Две системы линейных уравнений AX = B и AXe = Be называются эквивалентными, если они обе либо несовместны, либо совместны и обладают одними и теми же решениями. /

Рассмотрим три элементарных преобразования над системой (1).

I.Умножение левой и правой частей i-го уравнения в (1) на ненулевую константу

( 2 P ).

II.Перемена в системе (1) местами p-го и q-го уравнений.

III. Замена в (1) k-го уравнения уравнением, полученным в результате почленного сложения k-го уравнения и s-го уравнения, умноженного на константу.

Элементарным преобразованиям I–III системы линейных уравнений (1) соответствуют элементарные преобразования строк расширенной матрицы (AjB).

Утверждение 1. Две системы линейных уравнений эквивалентны, если одна получается из другой применением конечной последовательности элементарных преобразований I–III.

Доказательство. Пусть X решение системы AX = B (3). Докажем, что X будет решением также системы AX = B, полученной из (3) в результате I эле-

	ментарного преобразования. Действительно, все уравнения, кроме i-го, в системе

	AX = B совпадают с соответствующимиe eуравнениями системы AX = B, а для i-

	aei1x
	+ ei2
	 
	+
	+
	in
	 
	 
	=
	 
	i при
	 
	= 0.
	 

	го уравнения равенство
	ai1x1 + ai2x2 + : : : + ainxn = bi следует из равенства

	 
	 
	1
	a
	x
	2
	: : :
	a
	x
	n
	 
	b
	 
	 
	6
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Для II элементарного преобразования эквивалентность систем AX = B и AX =

	B очевидна, так как в этом случае происходит только изменение мест уравнений,

	e
	 
	= .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	следовательно, набор X , удовлетворявший AX = B, будет удовлетворять и системеe

	AX
	 
	B
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	e-го,
	e
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Для III элементарного преобразования все уравнения системы AX = B, кроме

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	e
	e

	k
	 
	 
	остаются без изменений, а k-ое уравнение принимает вид
	 

	 
	 
	 
	 
	(ak1 + as1)x1 + (ak2 + as2)x2 + : : : + (akn + asn)xn = bk + bs:
	(5)



Нетрудно видеть, что это уравнение обращается в тождество при X = X . Действительно, так как X решение k-го и s-го уравнений системы AX = B, можно

записать

ak1x1 + ak2x2 + : : : + aknxn = bn; as1x1 + as2x2 + : : : + asnxn = bs:

Домножим второе из этих равенств на и прибавим к первому, в результате придем к тождеству, из которого следует, что X решение k-го уравнения (5) системы

AXe = Be. /

При решении систем линейных уравнений используются элементарных преобразования I–III, поэтому удобно ввести три элементарные матрицы, позволяющие выразить элементарные преобразования I–III системы (1) как умножение слева расширенной матрицы (AjB) на эти элементарные матрицы.

Элементарные матрицы

Введем три элементарные матрицы: Ri( ) ( 6= 0), Spq, Nks( ). Все они являются квадратными, получающимися из единичной матрицы E описанными ниже способами.




2









Матрица Ri( ), 6= 0 является квадратной матрицей порядка n, получающейся из единичной матрицы E порядка n умножением ее i-й строки на ( 6= 0).

	 
	 
	 
	 
	 
	1
	0
	0
	0

	Пример 1. Матрица R2(3) при n = 4 имеет вид
	B0
	0 0
	1C

	00
	3
	0
	01.

	 
	 
	 
	 
	B
	 
	 
	 
	C

	 
	 
	 
	 
	 
	0
	0
	1
	0

	Выразим
	Ri( )
	через матричные единички,
	являющиеся в данном случае квадрат-

	 
	 
	@
	 
	 
	 
	A



ными матрицами того же порядка n. Для этого из единичной матрицы E “уберем” 1 в i-й строке: (E Tii) и добавим в i-ю строку: (E Tii + Tii), в результате получим матрицу Ri( ).

	Ri( ) = E + ( 1)Tii
	(6)







	 
	0
	1
	 

	 
	B
	...
	 

	Ri( ) =
	B- - - - - - -.-.
	-

	 
	B
	 
	.

	 
	B
	 
	 



B

@

O




1

O

C

C

- - -Ci:

C

C

A

1






	Утверждение 2. Матрица Ri( )
	( 6= 0) обратима, обратная к ней матрица

	элементарна и равна Ri( 1):
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	(R
	( )) 1
	= R
	( 1)
	; = 0:
	(7)

	 
	i
	 
	i
	 
	6
	 



Доказательство. Проверим, пользуясь представлением (6) и правилом умножения матричных единичек ((12) лекция 12), выполнение равенств

Ri( )Ri( 1) = E; Ri( 1)Ri( ) = E:

Докажем, что произведение Ri( )Ri( 1) равно E.

(E + ( 1)Tii)(E + ( 1 1)Tii) = E + Tii( 1 1 + 1 1 + 2) = E:

Аналогично доказывается равенство Ri( 1)Ri( ) = E: Таким образом, обратная матрица существует и равна: (Ri( )) 1 = Ri( 1). /

Транспонированная матрица RiT ( ) равна исходной, так как Ri( ) симметричная матрица.

	RiT ( ) = Ri( )
	(8)



Матрица Spq является квадратной матрицей порядка n, получающейся из единичной матрицы n-го порядка перестановкой p-й и q-й строк.

	Spq =
	0:1: : :: :: ::
	:0: : :: :: ::
	:0: : :: :: ::
	:0: :1
	- - p

	B:0: : :: :: ::
	:0: : :: :: ::
	:1: : :: :: ::
	:0: :C

	 
	B
	 
	 
	 
	 
	 
	C
	 

	 
	B
	0 : : :
	1
	: : :
	0 : : :
	0
	C
	- - q

	 
	B
	 
	 
	 
	 
	 
	C
	 

	 
	B: : : : : :
	: : :
	: : : : : : : : :
	: : :C
	 

	 
	B
	 
	 
	 
	 
	 
	C
	 

	 
	B
	0 : : :
	0
	: : :
	0 : : :
	1
	C
	 

	 
	@
	 
	 
	 
	 
	 
	A
	 



jj

pq
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Из определения матрицы Spq следует ее выражение через матричные единички:

	Spq = E Tpp Tqq + Tpq + Tqp:
	(9)



При p = q Spp = E. Из определения матрицы Spq следует равенство: Spq = Sqp:

Пример 2. Матрица S24 при n = 5 имеет вид

	00
	0
	0
	1
	01
	2

	1
	0
	0
	0
	0
	 

	B
	 
	 
	 
	C 
	 

	B0
	0
	1
	0
	0C
	 

	B
	 
	 
	 
	C
	 



BC

	0
	1
	0
	0
	0
	4

	@0
	0
	0
	0
	1A 
	 



Утверждение 3. Матрица Spq обратима, обратная к ней матрица элементарна и равна ей самой:

	(Spq) 1 = Spq:
	 
	(10)



Доказательство сводится к непосредственной проверке выполнения равенства SpqSpq = E с использованием представления (9) и правила умножения матричных единичек ((12) лекция 12). /

Матрица Spq является симметричной, так как в ней все элементы вне диагонали равны нулю, кроме двух равных элементов: spq = sqp = 1: Симметричная матрица при транспонировании не изменяется, следовательно:

	SpqT = Spq:
	(11)

	 
	 



Матрица Nks( ) является квадратной матрицей порядка n, она получается из единичной матрицы n-го порядка прибавлением к k-й строке s-й строки, умноженной на , (k 6= s). Из этого определения следует выражение Nks( ) через матричные единички:





	 
	 
	 
	 
	Nks( ) = E + Tks; k 6= s:
	 

	 
	 
	 
	 
	0
	1
	... jjj
	 
	O
	 

	 
	 
	 
	 
	B
	 
	1j
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	B
	 
	 
	 
	 
	 

	N
	 
	( ) =
	B
	 
	j ...
	 
	 
	 

	ks
	B
	 
	j
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	B
	 
	1
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	B
	 
	j
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	B- - - - - - - -

	 
	 
	 
	 
	B
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	j
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	j
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	@
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Пример 3. Матрица N24(3) при n = 5 имеет вид

	00
	1
	0
	3
	01

	1
	0
	0
	0
	0

	B0
	0
	0
	1
	0C

	B
	 
	 
	 
	C

	0
	0
	1
	0
	0

	B0
	0
	0
	0
	1C

	B
	 
	 
	 
	C

	@
	 
	 
	 
	A
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C

C
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C
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C
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C

C

C

A

1






4









Утверждение 4. Матрица Nks( ) обратима, обратная к ней матрица элементарна и равна

	(Nks( )) 1 = Nks( ):
	(13)



Доказательство. Убедимся в том, что матрица Nks( ) является обратной к матрице Nks( ). Непосредственно проверяется выполнение равенств

Nks( )Nks( ) = E; Nks( )Nks( ) = E

с использованием представления (12) и правила умножения матричных единичек ((12) лекция 12). Например, проверим первое из этих равенств:

Nks( )Nks( ) = (E Tks)(E + Tks) = E + Tks Tks 2O = E:

Аналогично проверяется второе равенство. /

Утверждение 5. Матрица NksT ( ), транспонированная к элементарной матрице Nks( ), равна

	NksT ( ) = Nsk( ):
	(14)



Доказательство. Воспользуемся представлением (12) и свойствами операции транспонирования матриц (лекция 12):

NksT ( ) = (E + Tks)T = ET + ( Tks)T = E + TksT = E + Tsk = Nsk( ):

Здесь использовано очевидное свойство матричных единичек: (Tks)T = Tsk: /

Свойства элементарных матриц Ri( ) ( 6= 0), Spq, Nks( )

1.Элементарные матрицы Ri( ) ( 6= 0), Spq, Nks( ) обратимы и обратные к ним матрицы элементарны. (Это следует из утв. 2, 3, 4.)

2.Матрицы, транспонированные к элементарным матрицами Ri( ) ( 6= 0), Spq, Nks( ), также являются элементарными. (Это следует из равенств (8), (11), (14).)

3.Произведение любого числа элементарных матриц является обратимой матрицей (не обязательно элементарной). (Это следует из св-ва 1 и из того, что произведение обратимых матриц является обратимой матрицей.)

Умножение прямоугольных матриц слева на элементарные матрицы

Утверждение 6. Умножение прямоугольной матрицы A размера (m n) слева

1)на элементарную матрицу Ri( ) ( 6= 0) порядка m эквивалентно умножению i-й строки матрицы A на ;

2)на элементарную матрицу Spq порядка m эквивалентно перемене местами p-й и q-й строк в матрице A;

3)на элементарную матрицу Nks( ) порядка m эквивалентно замене k-й строки в матрице A на строку, равную сумме k-й строки матрицы A и s-й строки матрицы A, умноженной на .

Доказательство. Во всех трех случаях при умножении прямоугольной матрицы A размера (m n) слева на соответствующую элементарную матрицу порядка m получается прямоугольная матрица Ae того же размера (m n) .
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Доказательство 1). Воспользуемся представлением Ri( ) ( 6= 0) через матричные единички (6) и запишем:

Ae = Ri( )A = (E + ( 1)Tii)A = A + ( 1)TiiA:

Как доказано в утв. 7 лекции 12, в матрице TiiA все строки, кроме i-й, нулевые, а i-я строка матрицы TiiA равна i-й строке матрицы A. Это приводит к следующему выражению для строк Aek матрицы Ae:

	Aek = Ak; при k 6= i; Aei = Ai + ( 1)Ai = Ai:
	(15)



Равенства (15) доказывают 1) пункт утверждения.

Доказательство 2). Воспользуемся представлением Spq через матричные единички (9) и запишем:

Ae = SpqA = (E Tpp Tqq + Tpq + Tqp)A = A TppA TqqA + TpqA + TqpA:

Представим матрицы Ae и A в виде набора строк и воспользуемся утв. 7 лекции 12 при умножении матричных единичек на A, это приведет к равенству:

01

	:A:1:
	 
	0:A:1:1
	0:0: :1
	0:0: :1
	0:0: :1
	0:0: :1

	e
	 
	B
	C
	B
	C
	B C
	B
	C
	B C

	B C

	BAp
	C
	BAp C
	BApC
	B
	0 C
	BAqC
	B
	0 C

	B e
	C
	B
	C
	B
	C
	B
	C
	B
	C
	B
	C



BC

Ae = B: : :C = B: : :C B: : :C B: : :C + B: : :C + B: : :C;

B C B C B C B C B C

BC

	Aq
	C
	BAq
	C
	B 0 C
	BAqC
	B 0 C
	BApC

	B e
	B
	C
	B C
	B C
	B C
	B C



BC

@: : :A @: : :A @: : :A @: : :A @: : :A @: : :A

Aem Am 0 0 0 0

из которого следует:

	Aei = Ai; при i 6= p; i 6= q; Aep = Aq; Aeq = Ap:
	(16)



Равенства (16) доказывают 2) пункт утверждения.

Доказательство 3). Воспользуемся представлением Nks( ) (k 6= s) через матричные единички (12) и запишем:

Ae = Nks( )A = (E + Tks)A = A + TksA:

Положим, не умаляя общности, k < s. Представим матрицы Ae и A в виде набора строк и воспользуемся утв. 7 лекции 12 при умножении матричной единички Tks на A, это приведет к равенству:

01

	:A:1:
	 
	0:A:1:1
	0:0: :1

	e
	C
	B
	C
	B
	C

	B

	BAk
	C
	BAk
	C
	BAsC

	B e
	C
	B
	C
	B
	C



BC

Ae = B: : :C = B: : :C + B: : :C

B C B C

BC

	As
	C
	BAs
	C
	B 0 C

	B e
	B
	C
	B C



BC

	 
	@A: :m:A @A: :m:A @:0: :A
	 

	из которого следует:
	e
	 

	 
	Aei = Ai; при i 6= k; Aek = Ak + As:
	(17)
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Равенства (17) доказывают 3) пункт утверждения. /

Как отмечалось выше, элементарным преобразованиям системы линейных уравнений (1) соответствуют элементарные преобразования строк расширенной матрицы (AjB). Из утв. 6 следует что домножение матрицы (AjB) слева на матрицу Ri( ) соответствует I элементарному преобразованию системы (1), домножение матрицы (AjB) слева на матрицу Spq соответствует II элементарному преобразованию, домножение матрицы (AjB) слева на матрицу Nks( ) соответствует III элементарному преобразованию системы (1).

Пример 4. Умножим матрицу C размера (4 2) на заданные элементарные матрицы четвертого порядка и продемонстрируем выполнение утв. 6.

	1) R2(3)C =
	00
	3
	0
	010c21
	c22
	1
	=
	03c21
	3c22
	1
	:

	 
	 
	1
	0
	0
	0
	 
	c11
	c12
	 
	 
	 
	c11
	c12
	C
	 

	 
	B0 0
	0
	1CBc41
	c42C
	 
	B c41
	c42
	 

	 
	B
	0
	0
	1
	0
	CB
	c31
	c32
	C
	 
	B
	c31
	c32
	C
	 

	 
	@
	 
	 
	 
	 
	A@
	 
	 
	A
	 
	@
	 
	 
	A
	 







	2)
	S24C =
	00 0
	0
	110c21
	c22
	1 = 0c41
	c421
	:

	 
	 
	 
	1
	0
	0
	0
	 
	c11
	c12
	 
	 
	 
	c11
	c12
	 
	 

	 
	 
	B0 1
	0
	0CBc41
	c42C Bc21
	c22C
	 

	 
	 
	B
	0
	0
	1
	CB
	c31
	c32
	C
	B
	c31
	c32
	C
	 

	 
	 
	@
	 
	 
	 
	 
	A@
	 
	 
	A
	@
	 
	 
	 
	A
	 

	3)
	N24(5)C =
	00
	1
	0
	510c21
	c22
	1
	=
	0c21 + 5c41

	 
	 
	 
	 
	 
	1
	0
	0
	0
	 
	c11
	c12
	 
	 
	 
	 
	c11
	 

	 
	 
	 
	 
	B0
	0 0
	1CBc41
	c42C B
	c41
	 

	 
	 
	 
	 
	B
	0
	0
	1
	CB
	c32
	C
	 
	 
	B
	c31
	 

	 
	 
	 
	 
	@
	 
	 
	 
	A@
	 
	A
	 
	 
	@
	 
	 
	 






1

c12

c22 + 5c42C:

C

c32 A c42






Умножение прямоугольных матриц справа на элементарные матрицы

Утверждение 7. Умножение прямоугольной матрицы A размера (m n) справа

1)на элементарную матрицу Ri( ) ( 6= 0) порядка n эквивалентно умножению i-го столбца матрицы A на ;

2)на элементарную матрицу Spq порядка n эквивалентно перемене местами p-го

иq-го столбцов в матрице A;

3)на элементарную матрицу Nks( ) порядка n эквивалентно замене s-го столбца в матрице A на столбец, равный сумме s-го столбца матрицы A и k-го столбца матрицы A, умноженного на .

Доказательство повторяет доказательство утв. 6, оно опирается на представлениях элементарных матриц через матричные единички и на использование правила умножения матриц справа на матричные единички (утв. 7 лекции 12). /

Пример 5. Умножим матрицу G размера (2 3) на заданные элементарные матрицы третьего порядка и продемонстрируем выполнение утв. 7.

	GR3( ) =
	g21
	g22
	g23
	0
	1
	0
	0
	1
	=
	g21
	g22
	g23
	:

	 
	 

	 
	0 0 
	 

	 
	g11
	g12
	g13
	@
	0
	1
	0
	A
	 
	g11
	g12
	g13
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	0
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	GS13
	=
	g21
	g22
	g23
	 
	 
	0
	0
	1
	 
	=
	g23
	g22
	g21
	 
	:
	 
	 

	 
	1
	0
	0
	 
	 
	 

	 
	 
	g11
	g12
	g13
	@
	0
	1
	0
	 
	 
	g13
	g12
	g11
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	A
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	GN31(2) = g21
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	1
	= g21
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	g22
	g23
	 
	1
	 
	0
	0
	+ 2g23
	g22
	g23
	:

	 
	2
	 
	0
	1

	 
	 
	g11
	g12
	g13
	 
	@
	0
	 
	1
	0
	 
	 
	g11
	+ 2g13
	g12
	g13
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	A
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Матрица Dr

Определение 2. Матрицей Dr называется прямоугольная матрица, у которой в левом верхнем углу стоит единичная матрица Er порядка r, а остальные элементы нулевые. /

Возможные варианты прямоугольной матрицы Dr размера (m n) в зависимости от соотношений m; n; r:





I. Er O O O

III.En

O




	при r < n ; II. Em O
	r = m
	;

	r < m
	 
	m < n

	n < m ; IV. Dr = E;
	n = m = r:
	 

	r = n
	 
	 
	 








Порядок r единичной матрицы Er в матрице Dr, как следует из приведенных вариантов, удовлетворяет неравенству:

	0 r min(m; n):
	(18)



r = 0, если матрица Dr нулевая. Число p различных возможных вариантов матрицы Dr, состоящей из m строк и n столбцов, как следует из (18), равно:

	p = 1 + min(m; n):
	(180)



Утверждение 8. Любую прямоугольную матрицу с помощью элементарных преобразований строк и столбцов можно привести к Dr-виду. /

Доказательство конструктивное. Пусть A прямоугольная матрица размера (m n). Если A 6= O, существует отличный от нуля элемент aks 6= 0. Если a11 = 0, то берем первый отличный от нуля элемент aks и переменой местами строк и столбцов “отправляем” aks в левый верхний угол. Эти действия эквивалентны домножению матрицы A на элементарные матрицы Spq слева и справа. Пусть a11 6= 0. Делим на a11 первую строку (т.е. домножаем слева на элементарную матрицу R1(a111)) и с помощью получившейся строки (1 a~12 : : : a~1n) обнуляем весь первый столбец, т.е.

0 1

1

B 0 C

преобразуем его к виду B C. Для этого домножаем слева на соответствующие

@: : :A

0

элементарные матрицы Nks( ). В результате приходим к матрице следующего вида:





	0
	1
	a~12

	B:0: :
	a~: :22:

	B
	 
	 

	@
	0
	a~m2

	 






1

:: : a~1n

:: : a~2n C:

C

:: : : : : A

:: : a~mn
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С помощью первого столбца в этой матрице “обнуляем” все элементы a~12; : : : ; a~1n первой строки, стоящие справа от первого элемента, равного 1. Это осуществляется домножением матрицы справа на соответствующие элементарные матрицы N1i( a~1i), i = 2; : : : ; n. В результате этих элементарных преобразований, осуществляемых домножением на элементарные матрицы слева и справа, преобразуем исходную матрицу следующим образом:





	0a21
	a22
	: : : a2n 1
	 

	a11
	a12
	: : :
	a1n
	C
	)

	Ba:m: :1
	a:m: :2
	:: :: ::
	a:mn: :

	B
	 
	 
	 
	C
	 

	@
	 
	 
	 
	A
	 






	0
	1



10 : : : 0

	B
	:0: :
	a~: :22: :: :: :: a~: 2:n:
	 
	C

	B
	 
	 
	 
	C

	@
	0
	a~m2 : : : a~mn
	 
	A

	 
	 
	0
	1








a~22 : : : a~2n

Применим то же самое рассуждение к матрице @ : : : : : : : : : A, имеющей раз- a~m2 : : : a~mn

мер ((m 1) (n 1)). Приведем ее с помощью домножения на соответствующие элементарные матрицы слева и справа к матрице вида

	E2
	0
	:

	0
	Ae



Аналогичным образом поступим с матрицей Ae и так далее, пока не исчерпаются все строки или столбцы, или на каком-нибудь шаге очередная матрица Ae не окажется нулевой.

Возможны следующие варианты окончания этого процесса для прямоугольной матрицы A размера (m n):

	I.
	O
	O
	при
	r < n
	; II.
	 
	Er O r = m
	;

	 
	Er
	O
	 
	r < m
	 
	 
	m < n

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



	III.
	Er
	n < m
	; IV.
	Dr = E; n = m = r: /

	O
	r = n



Замечание 1. Утв. 8 можно записать следующим образом:

	8 A 2 Mmn 9 U; V UAV = Dr;
	(19)



каждая из матриц U; V в (19) является произведением некоторого числа элементарных матриц типа Ri( ) ( 6= 0), Spq, Nks( ).

Пример 6. Приведем к Dr-виду матрицу

	A =
	04
	3
	2
	11
	:

	 
	1
	2
	3
	4
	 

	 
	@5
	5
	5
	5A
	 



1) “Обнуляем” первые элементы во второй и третьей строках, домножая матрицу A на соответствующие матрицы N21( 4), N31( 5) слева:

01

	1
	2
	3
	4
	 

	0
	5
	10
	15
	;

	@0
	5
	10
	15A
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2) с помощью первого столбца “обнуляем” все, кроме первого, элементы первой строки, домножая на соответствующие матрицы N12( 2), N13( 3), N14( 4) эту матрицу справа:

01

	1
	0
	0
	0
	 

	0
	5
	10
	15
	;

	@0
	5
	10
	15A
	 



3) в получившейся матрице третья строка легко превращается в нулевую прибавлением к ней второй строки, умноженной на ( 1), а вторая строка, домножением на ( 1=5) превращается в строку вида (0 1 2 3):

	00
	1
	2
	31
	;

	1
	0
	0
	0
	 

	@0
	0
	0
	0A
	 



4) с помощью второго столбца получившейся матрицы “обнуляются” третий и четвертый элементы во второй строке, что завершается приведение матрицы A к Dr-виду:

	A
	D2
	=
	00
	1
	0
	01
	; r = 2; m = 3; n = 4:
	(20)

	 
	 
	 
	1
	0
	0
	0
	 
	 

	)
	 
	 
	@0
	0
	0
	0A
	 
	 



Вывод 1. Все действия по приведению матрицы A к Dr-виду сводятся к умножению ее слева и справа на элементарные матрицы. Обозначим Ui; Vj элементарные матрицы, тогда из сказанного выше следует:

	UkUk 1 : : : U2U1 A V1V2 : : : Vs = Dr:
	(21)



Обозначим произведение элементарных матриц слева и справа в (21) через U и V соответственно:

UkUk 1 : : : U2U1 = U; V1V2 : : : Vs = V:

Произведение любого числа элементарных матриц является обратимой матрицей (св-во 3 элементарных матриц), следовательно, матрицы U и V обратимые и из равенства (21) следует:

	UAV = Dr ) A = U 1DrV 1:
	(22)



Определение 3. Матрица B называется эквивалентной матрице A (это обозначается B A), если матрица B может быть получена из A элементарными преобразованиями строк и столбцов матрицы A. /

Определение 3 можно записать так: для матриц A; B 2 Mm;n

	9 U; V B = UAV () B A;
	(23)



каждая из матриц U и V в (23) равна произведению элементарных матриц.

Утверждение 9. Отношение B A является отношением эквивалентности на множестве прямоугольных матриц Mmn, т.е. оно рефлексивно, симметрично и транзитивно.

Доказательство. Рефлексивность очевидна, достаточно записать A = EAE и учесть, что единичную матрицу можно представить, например, так: E = R1(1), где R1(1) элементарная матрица.

Докажем симметричность. Пусть B A, следовательно, существуют матрицы U и V , равные произведениям элементарных матриц U = U1 : : : Uk, V = V1 : : : Vs,
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