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Канонические и нормальные системы ОДУ. Порядок системы. Сведение системы к одному уравнению и наоборот.

Системой ОДУ называется система вида:

	 
	 
	Fi = (x, y1, y1 ',..., y1(k1 ) ,..., yn , yn ',..., yn(kn ) )= 0 (1)

	 
	 
	 
	 
	 
	D(F1,..., Fn )

	где i =1, m . Пусть m = n
	 
	 

	и якобиан
	D(y1(k1 ) ,..., yn(kn ) )
	≠ 0 , тогда по теореме о неявной

	функции можно выразить
	y(k1 ) ,..., y(kn )
	через остальные переменные то есть

	 
	 
	 
	1
	n
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	y1(k1 )
	= f1 (x, y1, y1 ',..., y1(k1−1) ,..., yn , yn ',..., yn(kn −1) )

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(2).

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	yn(kn )
	= fn (x, y1, y1 ',..., y1(k1−1) ,..., yn , yn ',..., yn(kn −1) )

	Система (2) называется канонической, число
	N = k1 + k2 +... + kn называется порядком

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	ϕ
	 

	системы (2). Вектор – функция
	y =ϕ(x)= 
	1
	называется решением системы (1) или

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	ϕn
	 



(2), если при подстановке этой вектор – функции в систему (1) или (2) получаем тождество.

	 
	 
	ϕ
	 

	Вектор – функция y =ϕ(x,C1
	,...,CN )= 
	1
	называется общим решением уравне-

	 
	 
	 
	 

	 
	ϕn 



ний (1) или (2) в области G Rn+1 или G R ×Cn , если каждое решение системы (1) или (2), график которого лежит в G, может быть представлена в виде: y =ϕ(x,C1,...,CN ) при

	некотором наборе констант C1,...,CN Система вида:

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	y′ = f (x, y) (3)

	 
	y
	 
	 
	 
	f
	 
	 

	где
	1
	 
	,
	 
	1
	 
	называется нормальной. Произвольная каноническая система (2)

	y = 
	 
	f = 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	yn
	 
	 
	 
	fn 
	 



может быть сведена к нормальной с помощью введения новых неизвестных функций. Введем новые неизвестные функции:

	 
	1
	= y1
	 
	 
	 
	 

	y1
	 
	 
	 
	 

	y12
	= y1'
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	= y1
	 
	 
	 

	y1
	 
	 
	 

	 
	k1
	 
	 
	(k1
	−1)

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(4)

	 
	1
	= yn
	 
	 
	 
	 

	yn
	 
	 
	 
	 

	y2
	= y
	 
	'
	 
	 
	 

	 
	n
	 
	n
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	k
	 
	 
	(k
	 
	 
	−1)

	yn n
	= yn
	n
	 



Тогда (2) сводится к виду: (5)
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		dy11
	= y2
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 

		dx
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		dy
	2
	= y3
	 
	 
	 
	 

		 
	1
	 
	 
	 
	 

		dx
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		dyk1−1
	k
	 
	 
	 
	 

		 
	1
	 
	 
	= y11
	 
	 
	 
	 

		dx
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	k1
	 
	 
	 
	1
	2
	k
	1 2
	k

		dy
	 
	 
	 
	 

		 
	1
	=
	f1 (x, y1
	, y1
	,..., y11
	,..., yn , yn
	,..., ynn )

		dx

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		dy1
	= yn2
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	n
	 
	 
	 
	 

		dx
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	k
	−1
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	dynn
	 
	 
	 
	= ynkn
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	dxk
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	= fn (x, y11, y12 ,..., y1k1 ,..., y1n , yn2 ,..., ynkn )

		dynn

		 
	dx
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Системы (2) и (5) эквивалентны, система (5) нормальная. Порядки систем (2) и (5) одинаковы и равны N = k1 + k2 +... + kn , поэтому в дальнейшем в основном будем исследо-

вать только нормальные системы (то есть вида (3)). Иногда нормальная система может быть сведена к одному ОДУ n-го порядка. Пусть дана система (3):

	 
	1
	= f1(x, y1,..., yn )

	y1

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(3)

	y1
	=
	f
	n
	(x, y ,..., y
	n
	)

	 
	n
	 
	 
	1
	 



Продифференцируем первое уравнение из (3) один раз, два раза, … n −1 раз (если это возможно):

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	y1'= f1 (x, y,..., yn )≡ f1(x, y,..., yn )
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	y ''= ∂f1
	 
	+ ∂f1
	y
	+...+' ∂fn
	y
	n
	'=
	f (x, y
	n
	,..., y
	 
	)

	 
	 
	1
	 
	∂x
	 
	 
	 
	 
	∂y1
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	∂yn
	 
	 
	2
	 
	n

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	аналогично
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(6).

	 
	y '''=
	f 
	(x,
	y
	n
	,..., y
	n
	)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	1
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	(n)
	 
	 
	(x, yn ,..., yn )
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	=
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	y1
	fn
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Допустим, что
	D(f1 , f2 ,..., fn−1 )
	≠ 0
	 
	в рассматриваемой области, тогда по теореме о неяв-

	D(y
	, y
	,..., y
	n
	)
	 
	 

	 
	2
	3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	ной функции можно выразить y2 , y3 ,..., yn
	через остальные переменные, то есть

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	y2
	= g2 (x, y1, y1',..., y1(n−1) )
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	.
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	y
	n
	= g
	n
	(x, y , y ',..., y(n−1) )
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	1
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 

	Подставим эти
	соотношения
	 
	в
	 
	 
	 
	последнее
	уравнение
	из (6), получим



y1(n) = F(x, y1',..., y1(n−1) )- ОДУ n-го порядка. Такое сведение не всегда возможно.

Пример:
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	y '= y
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	1
	1
	 
	 
	 
	 
	 

	y2
	'= y2
	, здесь
	D(f1
	, f2
	,..., fn−1 )
	≡ 0

	 
	 
	 
	D(y2 , y3 ,..., yn )

	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	'= yn
	 
	 
	 
	 
	 

	yn
	 
	 
	 
	 
	 



Лемма Арцелы (критерий компактности).

	def: Семейство Φ, функций ϕ : [a,b]→ Cq
	называется равномерно ограниченными, если

	M > 0 x [a,b] ϕ Φ:
	 
	ϕ(x)
	 
	 
	 
	≤ M . Здесь и в дальнейшем ϕ = ϕ 2 +... + ϕ
	2 .

	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	q

	def: Семейство Φ, функций ϕ : [a,b]→ Cq
	называется равномерно непрерывными, если

	ε > 0 δ > 0 x, x' [a,b],
	 
	x − x'
	 
	<δ ϕ Φ:
	 
	ϕ(x) −ϕ(x')
	 
	< ε
	 

	 
	 
	 
	 
	 

	Пример 1:
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Пусть даны числа L > 0 и α ]0;1]
	положим Φ - множество тех
	функций



																					
	Φ = {ϕ : [0;1]→ R | x, x' [0;1]:
	 
	ϕ
	(x) −ϕ(x')
	 
	≤ L
	 
	x − x'
	 
	α }(условие Гёльдера порядка α ), то-

	 
	 
	 
	 

	гда
	Φ
	 
	равностепенное,
	непрерывное
	 
	семейство.
	Фиксируем
	ε > 0 ,

	 
	 
	ϕ(x) −ϕ(x')
	 
	≤ L
	 
	x − x'
	 
	< < Lδα необходимо< ,чтобы ε из этого следует,
	что можно взять любое

	 
	 
	 
	 



1

δ < εL α . Однако, Φ не является равномерно ограниченной, так как Φ содержит все константы.

Пример 2:

Возьмем Φ = {cos nx | 0 ≤ x ≤1, n =1,2,3...} тогда Φ − равномерно ограничено cos nx ≤1.

	Покажем, что семейство Φ не является равностепенно непрерывным, то есть выполнено

	его отрицание
	ε > 0 δ > 0 x, x' [0;1],
	 
	x − x'
	 
	<δ, n :
	 
	cos nx − cos nx'
	 
	≥ ε .
	Положим

	 
	 
	 
	 

	ε = 2 . Пусть δ > 0 - произвольное малое число. Выберем n >
	2π
	, тогда nδ
	больше пе-

	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	δ
	 
	 
	 
	 

	риода функции cos nx , из этого следует, что на любом интервале длины δ
	существуют

	точки x и x'
	для которых
	cos nx =1 , а cos nx'= −1. В этом случае
	 
	cos nx − cos nx'
	 
	= 2 ,

	 
	 

	следовательно Φ не является равностепенно непрерывным.
	 
	 
	 
	 

	Лемма Арцелы (Arzela – итал.)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Пусть
	Φ - равномерно ограниченное и равномерно непрерывное семейство функций

	ϕ : [a,b]→ Cq , тогда из каждой последовательности ϕn Φ можно выделить последова-

	тельность ϕnk
	равномерно сходящейся к непрерывной функции ϕ : [a,b]→ Cq
	(ϕ может

	не принадлежать семейству Φ).
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Пример:
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	1
	| 0 ≤ x
	≤1,
	 
	тогда
	→
	 
	 
	 
	 

	Φ = 
	n =1,2,3...
	n
	→ 0 , но 0 Φ
	 
	 
	 
	 

	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Доказательство
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	◄ Пусть r1, r2 ,...,rn ,… – все рациональные точки на [a,b]. Поскольку ϕn (r1 )
	- ограничен-



ное множество в Cq (в силу равномерной ограниченности Φ), то существует подпоследовательность ϕ1n последовательности ϕn такая, что ϕ1n (r1 ) фундаментальна в Cq (по
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	теореме Больцано – Вейерштрассе). Поскольку ϕ
	(r )
	ограничена в Cq то существует

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1n
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	подпоследовательность ϕ2n последовательности ϕ1n
	такая, что ϕ2n (r2 ) фундаментальна в

	Cq . Поскольку ϕ
	2n
	(r )
	ограничена в Cq
	 
	то существует подпоследовательность ϕ
	3n
	по-

	 
	 
	 
	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(r )
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	следовательности ϕ
	2n
	такая, что ϕ
	3n
	 
	фундаментальна в Cq и так далее. Получим се-

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	мейство последовательностей:
	 
	 
	 
	 
	 
	льна в точке r1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	ϕ11
	ϕ12
	… ϕ1n …
	−фундамента
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	ϕ21
	ϕ22
	… ϕ2n … −фундамента
	 
	 
	льна в точках r1 è r2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	…
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	ϕm1 ϕm2
	… ϕmn …−фундамента
	льна в точках r1,…,rm
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	…
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Выберем диагональную подпоследовательность ϕnn
	(метод Кантора). Покажем, что ϕnn

	искомая
	подпоследовательность.
	 
	Докажем,
	что ϕnn
	равномерно фундаментальна
	на

	[a,b], то есть ε > 0 N m,n ≥ N è x [a,b]:
	 
	ϕmm (x) −ϕnn (x)
	 
	< ε . В силу равностепенной

	 
	 

	непрерывности семейства Φ δ > 0 x, x′ [a,b],
	 
	x − x′
	 
	<δ, ϕ Φ:
	 
	ϕ(x) −ϕ(x′)
	 
	ε
	 

	 
	 
	 
	 
	< 3 . Ра-

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	зобьем [a,b] на равные отрезки длины меньше δ . Тогда P Ν: в каждом отрезке этого

	разбиения есть хотя бы одна точка из r1,…, rP
	 
	(пусть отрезок разбит на M частей; для ка-

	ждой части выбирают P1, P2 ,…, PM
	и выбираем P = max(P1,…, PM )). В силу плотности ра-

	циональных чисел на [a,b]. Заметим что ϕnn (rj ) – фундаментальна в Cq j =1,2,… так

	как ϕnn - подпоследовательность последовательности ϕjn , начиная с n ≥ j .
	 
	 

	ϕ11
	ϕ12
	… ϕ1n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	ϕ21
	ϕ22
	… ϕ2n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	…
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	ϕm1 ϕm2 … ϕmn
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Далее, N m, n ≥ N j =1,2,…, P
	:
	 
	ϕmm (rj )−ϕnn (rj )
	 
	<
	ε ,
	(N1,…, NP : N = max(N1,…, NP )).

	 
	 

	Покажем, что это N – искомое
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	ε
	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	ε δ =δ
	3
	 
	P N .
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Пусть m,n ≥ N ,
	x [a,b], тогда х принадлежит некоторому отрезку разбиения. В этом

	отрезке есть хотя бы одна из точек r1,…, rP , например ri
	(1 ≤ j ≤ P) ( x и rj могут быть на

	концах отрезка разбиения). Заметим
	 
	x − rj
	 
	<δ .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Имеем
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	ϕmm (x) −ϕnn (x)
	 
	≤
	 
	ϕmm (x) −ϕmm (rj )
	 
	+
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	ϕmm (rj ) −ϕnn (rj )
	 
	+
	 
	ϕnn (rj ) −ϕnn (x)
	 
	< ( ).
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	<
	ε +
	ε +
	ε
	 
	= ε
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	3
	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Итак, ϕnn
	равномерно фундаментальна на [a,b]. Поэтому при каждом фиксиро-

	ванном x [a,b]
	последовательность ϕnn (x)
	- фундаментальна в Cq и следовательно по

	критерию Коши сходится в Cq
	к некоторому элементу ϕ(x) Cq . Устремим в ( ) m к ∞.

	Получим, что ε > 0
	N n ≥ N
	x [a,b]:
	 
	ϕ(x) −ϕnn (x)
	 
	≤ ε . Это означает, что ϕnn (x)

	 
	 

	сходится равномерно к ϕ(x)
	на [a,b]. Поскольку ϕnn (x) – непрерывна на [a,b], то по

	теореме из анализа ϕ(x) так же непрерывна на [a,b]. Лемма доказана ►
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