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Введение

На протяжении всей истории математики задачи отыскания наибольших и наименьших величин привлекали к себе внимание.

Необходимость исследования задач на экстремум появилась в связи с проблемами естествознания, его развития и технической деятельностью людей.

Особенное значение эти проблемы приобрели в наше время, так как возникла необходимость эффективно использовать природные богатства, материальные и технические средства и т.д.

Применение математических методов для исследования физических, технических, технологических и т.д. процессов становится возможным после того, как построены математические модели изучаемых процессов.

Первый общий рецепт, с помощью которого предлагалось исследовать задачи на максимум и минимум, был описан П. Ферма, в общем виде получен Ньютоном, переоткрыт Лейбницем и впервые опубликован. Далее усилиями Эйлера и Лагранжа были созданы приемы решения экстремальных задач. В работах Эйлера и Лагранжа была установлена связь вариационного исчисления и естествознания.

Мы постоянно встречаемся с управляемыми объектами, т.е. с объектами, на которые мы можем оказывать воздействие, например, машины, корабли, летательные аппараты, технологические процессы на производстве и многие другие.

Идеи использования математических методов для решения экстремальных задач, принадлежащие великим ученым, развивались и привели в наше время к построению теории оптимального управления для различных классов экстремальных задач. Принцип максимума Понтрягина лежит в основе теории оптимального управления и является одним из самых ярких достижений теории экстремума.
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Данный курс лекций может служить учебным пособием для студентов старших курсов, имеющих математическую подготовку и изучающих методы решения экстремальных задач.
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1. Элементы функционального анализа

Приведем некоторые определения и факты из функционального анализа.

Опр.1. Линейное пространство L называется нормированным, если каждому элементу x L поставлено в соответствие неотрицательное действительное число xнорма

этого элемента, причем:

1)x =0 только при x=0;

2)αx = α x ;

3)x + y ≤ x +  y (неравенство треугольника).

Опр.2. Множество M элементов x, y, z,… любой природы называется метрическим пространством, если каждой паре элементов x,y из M поставлено в соответствие неотрица-

тельное число ρ(x,y) такое, что

1)ρ(x,y)=0 тогда и только тогда, когда x=y;

2)ρ(x,y)= ρ(y,x);

3)ρ(x,y)+ ρ(y,z)≥ ρ(x,z).

Число ρ(x,y) называется расстоянием между элементами x и y (метрикой).

Всякое линейное нормированное пространство является метрическим (достаточно положить ρ(x,y)= x − y ).

Обозначим через C[a,b] пространство непрерывных на отрезке [a,b] функций x(t) с нормой

x = max x(t) .

c[a,b] [a,b]

Окрестность точки в C[a,b] определяется как

Sδ (x0)={x C : x − x0  ≤ δ }, δ>0.
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Обозначим через C1[a,b] пространство функций x(t), непрерывных на [a,b] вместе со своей первой производной. Норма в данном пространстве вводится следующим образом:

	x
	C1[a,b]
	= max{max
	x(t)
	, max
	x(t)
	}.

	 
	 
	[a,b]
	 
	[a,b]
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2. Вариация по Лагранжу, производная Гато, производная Фреше

Пусть X,Y – произвольные линейные нормированные пространства. Введем определения дифференцируемости

функционала F(x): X→ R1 в некоторой фиксированной точке xˆ X .

Опр.1. Пусть h X, λR, тогда если существует

		lim
	F(xˆ + λh) − F(xˆ)
	=
	δ +
	F(xˆ, h) ,

		λ

		λ →+0
	 
	 



то этот предел называется производной по направлению h функционала F(x).

Опр.2. Если функционал F(x) имеет в точкеxˆ производную по всем направлениям и

δ + F(xˆ, h) = δ − F(xˆ, h) = δF(xˆ, h) h X,

то говорят, что функционал F(x) имеет в точкеxˆ вариацию по Лагранжу.

Опр.3. Пусть для любого h X существует δF(xˆ, h) .

	Тогда отображение h→ δF(xˆ, h)
	называется производной по

	Лагранжу в точкеxˆ и обозначается символом
	F ′ (xˆ)[h], ко-

	 
	 
	F ′ (xˆ)
	Λ

	торый является значением отображения
	на элементе

	h.
	 
	Λ
	 

	F ′ (xˆ)[h]
	 
	 

	Опр.4. Если функционал
	: X→R линеен и не-

	 
	Λ
	 
	 



прерывен по h, то функционал F(x) является дифференци-

	руемым по Гато в точкеxˆ , а отображение F ′
	(xˆ)[h] называет-

	Λ
	 



ся производной по Гато функционала F в точке xˆ и обозна-

чается F ′ (xˆ)[h] .

Γ

Опр.5. Пусть X,Y – линейные нормированные пространства и U – окрестность точки xˆ X. Говорят, что отображение F: X→Y дифференцируемо по Фреше в точкеxˆ ,
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если существует такой линейный непрерывный оператор Λ: X→Y, что для всех h X, для которых xˆ +h U, справедливо равенство

F= F( xˆ +h) – F( xˆ )=Λh+r(h)

соценкой остатка

ε>0 δ>0: h X <δ r(h) Y < ε h X .

Оператор Λ называется производной по Фреше отображения F в точкеxˆ и обозначаетсяFФ′ (xˆ)[h] .

Производная оператора принадлежит сопряженному пространству X*.

Аналогично определяется производная Фреше для функционала.

Опр.6. Пусть X – линейное нормированное пространство и U – окрестность точки xˆ X. Говорят, что отображе-

ние F: X→R дифференцируемо по Фреше в точкеxˆ , если существует такой линейный непрерывный функционал L: X→R, что для всех h X, для которых xˆ +h U, справедливо равенство

F =F( xˆ +h) – F( xˆ )=L( xˆ )[h]+r( xˆ ,h)

с оценкой остатка

ε>0 δ>0: h <δ r(xˆ, h) < ε h .

Тогда линейная часть L( xˆ )[h] приращения F называется производной по Фреше в точкеxˆ и обозначается FФ′ (xˆ)[h] .

Утверждение (единственность производной Фреше).

Пусть F(x): X→R дифференцируем по Фреше в точке x X. Тогда производная Фреше FФ′ (x)[h] =L( x )[h] определена однозначно. (Определение корректно.)
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Док-во. От обратного, действительно, пусть

F = L1( x )[h] + r1( x ,h) и F = L2( x )[h] + r2( x ,h) при h <δ.

Тогда

0= L1( x )[h] – L2( x )[h] + r1( x ,h) – r2( x ,h). Обозначим L( x )[h] = L1( x )[h] – L2( x )[h], r( x ,h) =

r1( x ,h) – r2( x ,h).

Тогда получим

0= L( x )[h] + r( x ,h), т.е. L( x )[h] = – r( x ,h). L(x)[h] = r(x, h).

Из определения производной имеем

ε>0 δ1(ε,x): h <δ1 такое, что r(x, h) < ε h.

Значит, L(x)[h] < ε h , когдаh ≤δ1(ε,x). Имеем

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	L(x)[h]
	 
	 
	< ε

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	h
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	или, в силу линейности функционала L( x )[h],

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	h 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	L(x)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	< ε ,

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	h
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	ˆ
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	ˆ
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	или
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	< ε , где
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	= 1 .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	L(x)[h]
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	h
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Тогда по определению нормы функционала имеем

	 
	L
	 
	= sup
	 
	ˆ
	 
	< ε
	 
	для любого ε>0, т.е.
	 
	L
	 
	= 0 , а следо-

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	L(x)[h]
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	ˆ
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	≤1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	h
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



вательно, L≡0, т.е. L1 = L2, т.е. производная определена однозначно. Утверждение доказано.
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Пример.

Рассмотрим функционал F(x): C1[a,b] → R, определенный следующим образом:

	b
	где
	1
	функция

	 

	F(x)= f (t, x(t), x(t))dt ,
	x(t) C [a,b],

	a
	 
	 
	 



f(t,x(t), x (t)) дважды непрерывно дифференцируема по совокупности переменных.

Докажем, что этот функционал дифференцируем по Фреше.

Док-во.

	b
	 
	b

	 
	 

	F=F(x+h–F(x)= f (t, x + h, x + h)dt − f (t, x, x)dt =

	 
	 
	 

	a
	 
	a



b

= [ f (t, x + h, x + h) − f (t, x, x)]dt .

a

Разложим данное приращение по формуле Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа.

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	b
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	F= [∂f (t, x, h)h +
	∂f (t, x, x)
	h]dt +

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	a
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	∂x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	∂x
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	b
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	1
	∂
	2
	 
	f
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	∂
	2
	f
	 
	 
	∂
	2
	f
	 
	 
	 
	 

	+
	[
	 
	 
	h2 + 2
	 
	hh +
	 
	h2 ]dt , где

	 
	 
	∂x
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	∂x
	2

	 
	2 a
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	∂x∂x
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	∂
	2
	f
	= ∂
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	,

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	f (t, x + θh, x + θh)

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	∂x2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	∂x2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	∂
	2
	f
	 
	 
	 
	∂
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	f (t, x + θh, x + θh)
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	=
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	,

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	∂x∂x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	∂x∂x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	∂
	2
	f
	= ∂
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	f (t, x + θh, x + θh) .

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	∂x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	∂x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 






10






                

            

            


  
  
    
    
    
    
    
  
    
    
    
    
    
    
    1 / 12123456789101112> Следующая >>>
  





        

      
      

      
















    


    
      
          Соседние файлы в предмете [НЕСОРТИРОВАННОЕ]
          	#16.07.201960.93 Кб2Redakt.doc

	#21.03.2016144.9 Кб239referat-grazhdanskoe-pravo-dogovor-arendi.doc

	#29.08.2019213.5 Кб0Referat_po_deloproizvodstvu.doc

	#18.09.2019314.37 Кб4respuestas de nief y gas.doc

	#11.11.2019276.99 Кб16Revision of tenses, 1st year.doc

	#15.04.2015714.37 Кб152Rozova_Maximova.pdf

	#15.04.2015868.91 Кб29rukovodstvo_po_patanatomii_chast_1.pdf

	#21.03.20163.6 Mб18R_Atkinson_upravlenie_kratkovremennoy_pamyatyu.doc

	#21.03.20165.76 Mб100S.Lowry - Learning Surgery The Surgery Clerkship Manual - 2005.pdf

	#19.11.201969.12 Кб1Secrets of the world четверг.doc

	#02.11.2018222.72 Кб12SEMINAR-TRENING__KOMMUNIKATIVNO__ETIKI (1).doc



      

    

    

    
          

          

      

  


  
    
      
        

        Помощь Обратная связь 
        Вопросы и предложения Пользовательское соглашение Политика конфиденциальности
      

    

  


  

    
      
      Ограничение

    

      
    

      Для продолжения скачивания необходимо пройти капчу:

      
      
        

        

        
          
        

      


    


  


  

  
  
  
    
    
    
    
    
  

  
  
  


     

  

  
  
  

  


  

  
  
    
  

