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Тема 9. Математическая логика

Высказывания

Высказывание — повествовательное предложение, о котором имеет смысл говорить, что оно либо истинно либо ложно.

Логическими значениями высказываний являются «истина» и «ложь». Приведем примеры высказываний.

1)Минск — столица Республики Беларусь.

2)Рим — столица Англии.

3)Карп не рыба.

4)Число 10 делится на 2 и на 5.

Высказывания 1), 4) истинны, а высказывания 2) и 3) ложны. Вопросительные и восклицательные предложения не являются

высказываниями.

Высказывание, представляющее собой одно утверждение, принято называть простым или элементарным.

Высказывания будем обозначать большими латинскими буквами А, В, ..., а их значения, т.е. «истина» или «ложь» — соответственно буквами «И» и «Л». Эти значения называются значениями истинности высказывания.

Логические операции над высказываниями

В математических и других рассуждениях постоянно приходится из данных высказываний составлять новые высказывания с помощью слов или комбинаций слов: «не», «или», «если ..., то», «тогда и только тогда, когда».

Определение 1. Отрицанием высказывания А называется высказывание «не А», истинное, когда А ложно, и ложное, когда А истинно.

Отрицание высказывания А обозначается символом  .

		Логические значения высказывания
	 
	можно описывать с
	помощью

		таблицы:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		А
	 
	 
	 
	Определение 2. Конъюнкцией (логическим

		 
	 
	 
	 
	произведением) высказываний А
	и
	В
	называется

		И
	Л

		высказывание «А и В» истинное, когда истинны оба

		Л
	И

		высказывания А и
	В, и ложное
	во
	всех
	остальных

		 
	 
	 
	 



случаях.

Конъюнкцией высказываний А и В обозначается символом А В. Термин «конъюнкция» переводится с латинского языка, как союз, связь. Логические значения конъюнкции описываются следующей таблицей истинности:

	А
	В
	А В

	И
	И
	И

	И
	Л
	Л

	Л
	И
	Л

	Л
	Л
	Л

	 
	1
	 














Например, для высказываний «10 делится на 2», «10 делится на 5» их конъюнкцией будет высказывание «10 делится на 2 и 10 делится на 5», которое, очевидно, истинно.

Из определения операции конъюнкции и отрицания ясно, что

высказывание А  всегда ложно.

Определение 3. Дизъюнкция (логической суммой) высказываний А и В называется высказывание «А или B» истинное, если хотя бы одно из высказываний А, В истинно, и ложное, если они оба ложны.

Дизъюнкция высказываний А и В обозначается символом А В. Термин «дизъюнкция» переводится с латинского языка, как разобщение, различие.

Логические значения дизъюнкции описываются следующей таблицей истинности:

	A
	 
	B
	 
	А
	В
	Например, если высказывание А — «5 < 7», а

	И
	 
	И
	 
	 
	И
	 
	высказывание В — «5 ≤ 7»,
	то
	А
	В — «5 ≤ 7»

	И
	 
	Л
	 
	 
	И
	 
	(истинное высказывание).
	 
	 
	 

	Л
	 
	И
	 
	 
	И
	 
	Из определения операции дизъюнкции и

	Л
	 
	Л
	 
	 
	Л
	 
	отрицания ясно, что высказывание A v А всегда

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	истинно.
	 
	 
	 

	Теорема 1 (закон де Моргана). При любых высказываниях А и В:

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	и
	.
	 
	 
	 

	Определение
	4.
	Импликацией высказываний А
	и
	В
	называется



высказывание «если А, то В», которое считается ложным, когда А истинно, а В — ложно, и истинным во всех остальных случаях.

Импликация высказываний А и В обозначается символом А В. Высказывание А называется условием или посылкой, высказывание В — следствием или заключением.

Термин «импликация» переводится с латинского языка, как тесно связывать.

Истинностная таблица для импликации такова:





	A
	B
	А В

	И
	И
	И

	И
	Л
	Л

	Л
	И
	И

	Л
	Л
	И






Отметим, что в том случае, когда ложна посылка, импликация будет истинна независимо от истинностного значения заключения. Этот факт кратко формулируют так: «истина следует из чего угодно».






Теорема 2 (закон силлогизма). Для любых высказываний А, В и С высказывание ((А В) (В С)) (А С) истинно.

Импликация играет важную роль в математических доказательствах, т. к. многие теоремы формулируются в условной форме «Если А, то В». Если при этом известно, что А истинно и доказана истинность импликации А В, то мы вправе сделать вывод об истинности заключения В.
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Определение 5. Эквиваленцией высказываний А и В называется высказывание «А тогда и только тогда, когда В», которое считается истинным, когда оба высказывания А, В либо одновременно истинны, либо одновременно ложны, и ложным во всех остальных случаях.

Эквивалентность высказываний А, В обозначается символом А В. Истинностная таблица для эквиваленции имеет вид:

	А
	B
	А В

	И
	И
	И

	И
	Л
	Л

	Л
	И
	Л

	Л
	Л
	И



Если эквивалентность А В истинна, то высказывания А и В называют эквивалентными. Другими словами, два высказывания эквивалентны, когда они одновременно истинны (или ложны).

Теорема 3. При любых высказываниях А и В высказывания А В и (А В) (В А) эквивалентны.

Таким образом, чтобы установить эквивалентность высказываний А и В, можно доказать истинность двух импликаций: А В и В А.

Договорились считать, что сильнее всех связывает знак отрицания, за ним следуют знаки конъюнкции, дизъюнкции и импликации, а слабее всех связывает знак эквиваленции.

Алгебра предикатов. Логические операции над предикатами

Рассмотрим выражение «x — простое число». Подставляя вместо х числа 3, 4, получаем высказывания, причем в первом случае оно будет истинным, а во втором — ложным. Таким образом, каждому натуральному числу соответствует значение «И» и «Л» в зависимости от того, является оно простым или нет.

Аналогично, подставляя в выражение «х < у» вместо х и у конкретные действительные числа, получаем истинные или ложные высказывания. Например, при х = 3, у = 5 получаем истинное высказывание, а при х = 5, у = 3 — ложное высказывание.

Такие выражения называются предикатами.

Определение 6. Предложение, в котором есть одна или несколько переменных, и которое при конкретных значениях переменных преобразовывается в высказывание, называется предикатом (с одной переменной — одноместным, с двумя переменными — двухместным и т.д.).

Для обозначения предикатов используют либо большие латинские буквы, либо символы: А(х, у), В(х) и т.д. (к предикатным символам А, В добавляют в скобках символы переменных, от которых зависят данные предикаты).

Подстановка конкретного значения переменных обращает предикат в высказывание.
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Определение 7. Множество значений переменной x, при которых предикат P превращается в высказывание, называется областью определения предиката. Будем ее обозначать буквой M.

Определение 8. Пусть предикат P задан на множестве M. Подмножество T M, при подстановке значений которого в предикат P он обращается в истинное высказывание, называется множеством истинности предиката P.

Пример. Рассмотрим на множестве студентов 3 курса одноместный предикат P(x): фамилия студента начинается с буквы «а». Множество его истинности — множество тех студентов фамилия которых начинается с «а».

Определение 9. Два предиката Р(х) и Q(x), заданные на одном и том же множестве M, называются эквивалентными (равнозначными), если они имеют одно и то же множество истинности.

Это записывается так: Р(х) ~ Q(x) (или Р(х) = Q(x)).

Пример. Предикаты «х < 5» и «3х – 15 < 0» эквивалентны, т.к. имеют одно и то же множество истинности T = (-∞; 5).

Над предикатами можно производить логические операции.

Пусть Р(х) и Q(x) — два одноместных предиката, определенных на множестве М. Тогда Р(х) Q(x) — предикат на множестве М. Множество истинности предиката Р(х) Q(x) равно пересечению множеств истинности предикатов P(x) и Q(x).

Аналогично определяется Р(х) Q(x). Множество истинности предиката Р(х) Q(x) равна объединению множеств истинности предикатов Р(х) и Q(x).

Предикат  определен на множестве М и истинен для тех и только тех элементов х из М для которых Р(х) ложен. Множество истинности предиката

 — дополнение в М множества истинности предиката Р(х). Подобным образом вводятся предикаты Р(х) Q(x), P(x) Q(x).

В логике предикатов есть еще операции, называемые кванторами, которые характерны для логики предикатов и делают ее более богатой, чем логика высказываний. Кванторы позволяют в неявной форме охарактеризовать количество значений переменных предиката. Добавление квантора к предикату преобразует последний в высказывание.

Рассмотрим квантор общности x. Он читается: «для любого, каждого x». Пусть Р(х) — предикат «x — простое число», определенный на множестве

	натуральных чисел. Тогда высказывание
	x Р(х) ложно на множестве

	натуральных чисел.
	 



Рассмотрим квантор существования x. Он читается: «существует x, для некоторого x».

Пусть Р(х) — предикат «x — простое число», определенный на множестве натуральных чисел. Тогда высказывание x Р(х) истинно на множестве натуральных чисел.

Теорема 4. Для любого предиката верны следующие соотношения:

1.  .

2.  .
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