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Глава 1

Введение в анализ

1.1Множества и операции над ними

Под множеством будем понимать совокупность объектов, наделенных определенными свойствами. Эти свойства должны полностью определять данное множество, то есть являться признаками, по которым относительно любого объекта можно решить, принадлежит он данному множеству или нет. Синонимами термина "множество" являются термины "класс", "семейство", "совокупность". Объекты, из которых состоит данное множество, называют его элементами.

Чаще всего множество обозначают большими буквами латинского или греческого алфавита, а его элементы — малыми буквами. Если a

— элемент множества A, то пишут a A (читают: "a принадлежит множеству A") или A 3 a (множество A содержит элемент a). Запись a / A означает, что a не является элементом множества A.

Множество обычно записывают одним из следующих способов:

A = {a , . . . , f} или A = {x X : P (x)}.

Первая запись означает, что множество A состоит из элементов a, . . . , f, то есть перечислены элементы, составляющие A, их может быть конечное число или бесконечно много. Вторая запись означает, что A есть совокупность всех тех объектов из множества X, для которых выполняется свойство P . Формально введем пустое множество — множество, не содержащее в себе никаких элементов, которое обозначим символом .

Определение 1.1.1. Множества A и B называются равными (или совпадающими), если они состоят из одних и тех же элементов, то есть x A тогда и только тогда, когда x B.

Коротко это высказывание записывают: A = B, а отрицание этого утверждения — в виде: A 6= B.

Определение 1.1.2. Если каждый элемент множества A является элементом множества B, то говорят, что A есть подмножество
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множества B (или A есть часть B), и пишут A B (читается: "Множество A содержится в множестве B") или B A(читается: "Множество B содержит множество A").

Отметим следующие свойства отношения включения:

1.A A, то есть всякое множество есть подмножество себя самого;

2.Если A B и B C, то A C (отношение включения транзитивно);

3.Если A B и B A, то A = B.

Удобно считать, что A для любого множества A.

Пусть A и B — некоторые подмножества множества E. Введем наиболее простые операции с множествами.

Определение 1.1.3. Объединением множеств A и B называется множество, обозначаемое A B и состоящее из всех элементов, которые принадлежат или множеству A или B.

Таким образом, x A B, если x A, но x / B, или x B, но x / A, или x A и x B. Очевидно, что A A = A, A = A.

Определение 1.1.4. Пересечением множеств A и B называют множество, обозначаемое A ∩ B и состоящее из всех элементов, каждый из которых принадлежит и A и B.

Если множества A и B не имеют общих точек, то A ∩ B = . Очевидно, что A ∩ A = A, A ∩ = .

Определение 1.1.5. Разностью множеств A и B называют множество, обозначаемое A \ B и состоящее из всех элементов множества A, которые не принадлежат множеству B.

Если A B, то часто множество A \ B называют дополнением множества B до A. По определению A \ A = , A \ = A.

Пример 1.1.1. Пусть A = {1, 3, 4, 8, 15} , B = {1, 2, 7, 8, 12}. Тогда

A B = {1, 2, 3, 4, 7, 8, 12, 15}, A ∩ B = {1, 8},

A \ B = {3, 4, 15}, B \ A = {2, 7, 12}

Определение 1.1.6. Набор, состоящий из двух элементов x1 и x2, называют упорядоченным, если известно, какой из этих элементов является первым, а какой — вторым. Такой упорядоченный набор называют упорядоченной парой и обозначают (x1, x2). Элементы x1, x2 называют, соответственно, первой и второй координатами пары (x1, x2). Пары (x1, x2) и (y1, y2) называют совпадающими, если x1 = y1 и x2 = y2.
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Определение 1.1.7. Декартовым (или, по-другому, прямым) произведением множеств A и B называют множество упорядоченных пар (x, y), где первый элемент x является элементом множества A, а второй y — элементом множества B. Это множество обозначают символом A × B.

Таким образом, A × B = { (x, y) | x A, y B}. Но, вообще говоря, A × B 6= B × A. Известная всем плоскость с декартовой системой координат является декартовым произведением двух числовых прямых (осей).

Пусть A и B — числовые отрезки, помещенные на взаимно перпендикулярных осях плоскости. Упорядоченная пара (x, y) — это точка пересечения перпендикуляров, восстановленных в точках x A и y B. Произведением A × B является прямоугольник.

1.2Логическая символика

Впоследующем, как и в большинстве математических текстов используется ряд специальных символов, многие из которых вводятся по мере надобности. Применяются распространенные символы математической логики = , , , , которые читаются, соответственно, как "влечет", "равносильно", "существует" ( "найдется"), "всякий" ("каждый", "для каждого", "любой", "для любого").

Запись A = B читают одним из следующих способов: A влечет B, B следует из A, B — необходимое условие A, A — достаточное условие (признак) B.

Запись A B читают одним из следующих способов: A равносильно B, A необходимо и достаточно для B, A верно тогда и только тогда, когда верно B. Квантор равносильности часто применяется в символьной записи определений и утверждений.

Запись " x X" означает: существует элемент x из множества X.

Запись " x X" означает: для любого элемента x из множества X или каков бы ни был элемент x из множества X.

Часто в символьной записи математических утверждений используют символ ":" или эквивалентный ему символ "|", которые читают: "такой, что". В частности, запись " x X : x2 − 1 = 0" означает: существует такой элемент x в множестве X, что x2 − 1 = 0.
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