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Введение

Последние годы в вариантах ЕГЭ задание С5 – задача с параметром. В 2010 году процент выпускников, приступивших к ее выполнению, составил 11,8%, а в 2011 году – 12,1%. Задание С5 оценивается в 4 балла. В 2010 году от 1 до 4 баллов за задачу С5 смогли получить только 2,71% участников экзамена, а в 2011 – 6,02%.

При проверке задачи С5 выставление баллов производится в соответствии со следующими критериями.

		Содержание критерия
	Баллы

		Обоснованно получен
	правильный
	4

		ответ
	 

		 
	 

		Решение в целом верное, но допу-
	 

		щена вычислительная ошибка, воз-
	3

		можно, приведшая к неверному от-

		 

		вету
	 
	 

		Обоснованно найдены верные зна-
	 

		чения параметра, однако в ответ
	 

		включены посторонние значения,
	 

		полученные в других случаях, не
	2

		соответствующих условию задачи

		(либо рассмотрены
	необходимые
	 

		случаи, но значения параметра при-
	 

		знано не подходящим условию за-
	 

		дачи).
	 
	 

		Решение содержит
	 
	 

		– или верное описание необходи-
	 

		мых ситуаций в соответствии с ус-
	1

		ловием задачи;
	 

		– или верный переход к уравнениям
	 

		(неравенствам) относительно пара-
	 

		метра.
	 
	 

		Решение не соответствует ни одно-
	0

		му из критериев, перечисленных

		выше
	 
	 

		Максимальный балл
	4



Задание С5 по своей постановке было алгебраическим, однако в процессе решения требовались функциональные и на- глядно-геометри-ческие представления. Развитию и закреплению подобных представлений у учащихся и посвящено данное пособие.

Учащиеся основной школы при изучении линейной и квадратичной функций узнают, что изменение того или иного коэффициента в формуле, задающей функцию, влияет на изменение свойств этой функции. Таким образом, школьни-
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ки уже готовы к восприятию термина «параметр» при изучении темы «Функции». Например, в формуле y ax b, задающей линейную функцию, имеется два параметра a и b, в формуле y ax2 bx c – три параметра a, b и c.

Основной вопрос, связанный с функцией, заданной формулой, относится к изучению ее свойств и построению её графика. Поэтому первый тип задачи, который мы будем рассматривать, можно сформулировать следующим образом: исследовать свойства (область определе-

	ния, монотонность и т.д.)
	функции

	y f (x, a) в зависимости от
	значений



параметра a, принимающего допустимые числовые значения. Аналогично формулируются задачи для функций с несколькими параметрами.

Формулировки свойств функции в точке или на промежутке позволяют рассматривать параметр не только в формуле, но и при задании области существования функции. Например, при всех значениях t исследовать на монотонность

	функцию
	y x2 5x 6 на промежутке

	[t; t 2].
	Подобные задачи отнесем ко



второму типу задач.

Третий тип рассматриваемых нами задач связан с наличием дополнительных условий на свойства функции (количество нулей функции, ограничение на наибольшее значение функции и т.д.).

Решение задач четвертого типа опирается непосредственно на определение свойства функции (непрерывность, дифференцируемость, экстремум).

Отметим некоторые особенности решения задач с параметрами выделенных типов.

1)Так как в дальнейшем в основном рассматриваются функции, заданные формулой, то все комментарии для выражений с параметрами перено-

сятся и на функции с параметрами.

	Например,
	вид
	функции

	y ax2 3x 5
	зависит от парамет-



ра а: при a 0 имеем квадратичную функцию, при a 0 получаем линейную функцию y 3x 5.

2
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2)Выражение f (x, a) при каждом фиксированном значении параметра

a задает функцию ya(x) f (x, a), а при всех допустимых значениях параметра a – семейство функций. Наличие параметра в формуле означает задание семейства графиков функций на координатной плоскости Оху. Например, функция y x2 a задает семейство парабол, отличающихся от параболы y x2 смещением вдоль оси у на а единиц вверх при a 0, вниз – при a 0.

3)Одним из основных методов решения рассматриваемых задач является аналитический, приводящий данную задачу к решению уравнений или неравенств с параметрами.

4)Задачи по рассматриваемой теме позволяют широко применять графическую иллюстрацию, поэтому в некоторых случаях удобнее и эффективнее будет использование функ- ционально-графических методов решения (на координатных плоскостях Оху или Оха).

5)В некоторых примерах на этапе аналитической записи ответа полезно одновременно приводить его изображение на координатной плоско-

сти.

Перейдем теперь к рассмотрению задач, связанных с тем ли иным свойством функции.




Глава 1. Функции, заданные в явном виде

Если функция задана уравнением y f (x), разрешенным относительно у, то функция задана в явном виде (явная функция).

В первой главе будет рассмотрены задачи с параметрами, в формулировке которых фигурируют свойства функций.

Довольно часто задачу можно переформулировать и свести ее к уравнению, неравенству или системе уравнений (неравенств), для решения которых используют аналитический или функциональнографический способы (графическую интерпретацию). В последнем случае требуется обоснование, основанное на использовании свойств и графиков рассматриваемых функций.

1.1. Область определения функции

Уравнения, неравенства, системы, да и просто заданные функции, входящие в формулировку задач с параметрами, имеют свою область определения, и анализ условий, определяющих ее, часто является необходимой частью решения. Иногда подобный анализ позволяет существенно сократить количество рассматриваемых случаев, тем самым упростить решение задачи.

Говорят, что на числовом множестве

X определена числовая функция f(x),

если каждому элементу x из этого множества поставлено в соответствие единственное число. Множество X называет-

ся областью определения функции и обозначают D(f).

В задачах с параметром под областью определения уравнения, неравенства, системы, содержащие выражения вида f (x, a) , понимается множество всех упорядоченных пар чисел (x, a) , каждая из которых такова, что после подстановки соответствующих значений x и a во все входящие в задачу выражения они будут определены.






3
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Пример 1. При всех значениях параметра а найти область определения функции

y(x) x a a2 x2 . 3x a

		Решение. Для функции f (x) 
	x a

		3x a

		 



областью определения является множество тех значений аргумента, для которых знаменатель дроби не обращается в

	нуль,
	т.е.
	 
	x a/3.
	Функция

	g(x) 
	a2 x2 определена на множестве

	тех значений
	x, для которых a2 x2 0.

	Область
	 
	определения
	функции



y(x) f (x) g(x) есть пересечение областей определения функций f и g, и, значит, она состоит из значений x, являющихся решениями смешанной системы:

	x a/3,
	 
	x a/3,

	a2
	x2
	0
	(x a)(x a) 0.

	 
	 
	 
	 
	 



Графическое решение системы представлено на рисунке 1. Условию задачи при каждом значении параметра a удовлетворяют все точки, лежащие на пересечении прямой a const с выделенной фоном областью на плоскости Oax.

	x
	x
	 
	a

	=
	 
	 

	 
	 
	=

	a
	 
	 

	–
	 
	x
	 

	 
	 
	 



	–
	+
	+
	 

	 
	3
	 

	x
	 
	 
	 

	=
	 
	 
	–

	–a/
	3
	 

	 
	 
	3

	 
	 
	 

	– –3
	 
	a

	 
	 
	 
	–

	 
	+
	+
	const

	 
	 

	 
	 
	 
	=

	 
	 
	 
	a



Рис. 1

Ответ. Если a 0 , то

D(y) [a; a/3) ( a/3; a]; если a 0 ,

то D(y) ; если a 0 , то

D(y) [ a; a/3) ( a/3;a].

Замечание. В данной задаче графическая интерпретация необязательна и представлена исключительно для демон-
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страции области определения функции на плоскости Oax.

Пример 2. (ЕГЭ, 2003). Из области

	определения функции
	 
	 

	 
	7x 4
	 

	 

	y log7 aa a x 4
	 

	 
	 
	 



взяли все целые положительные числа и сложили их. Найдите все значения a, при которых такая сумма будет больше 7, но меньше 11.

Решение. 1. Так как D log7 R , то имеем

7x 4

aa a x 4 0.

Отсюда, используя метод рационализации, получаем:

		 
	7x 4
	 
	 

		a 1 a
	 
	 
	0, где a 0 .

		x 4

		 
	 
	 



		 
	7x 4
	 

		2. Обозначим F(x;a) a 1 a
	 
	.

		x 4

		 
	 



График уравнения F(x;a) 0, состоящий из прямой a 1 (пунктирная линия) и ги-

		перболы
	a 
	7x 4
	(пунктирная линия),

		x 4

		 
	 
	 
	 

		разбивает
	первый
	координатный
	угол

		(a 0 и переменная x принимает
	нату-



ральные значения) на три области. Применяя метод областей, получаем необходимое множество точек плоскости: об-

	ласти D1
	и D3 (см. рис. 2).

	a
	 
	 
	 
	 
	 

	7
	+
	D1
	a=7x+4

	 
	 
	 

	 
	–
	D2
	 
	x+4

	 
	a=1

	1
	+
	D3

	0
	 
	x

	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 

	 
	Рис. 2
	 
	 
	 

	3. Решим уравнение
	a 
	7x 4
	отно-

	 

	 
	 
	 
	 
	x 4

	сительно
	переменной
	x и найдем



x 4 4a . При 0 a 1 решением явля- a 7

ется промежуток 0; , который со-

держит все натуральные числа. Эти зна-

4
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чения параметра a не удовлетворяют условию задачи.

При a 1 решением является проме-

	жуток
	 
	0;
	4 4a 
	. Рассмотрим суммы: 1;

	 
	 
	 

	 

	 
	 
	 
	a 7 
	 
	 

	1+2=3;
	 
	 
	1+2+3=6;
	1+2+3+4=10;



1+2+3+4+5=15. Согласно условию задачи имеем неравенство 4 4 4a 5. Так как

	a 7 0, то получаем
	a 7
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	4(a 7) 4 4a,
	a 4,
	 
	 

	 
	13
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 

	4 4a 5(a 7)
	a 
	 
	.
	 
	 

	 
	 
	 

	 
	 
	3
	 
	 
	 

	 
	Ответ. 4;4
	1
	.

	 
	3

	 
	 
	 
	 
	 



1.2. Непрерывность функции

Функция f (x), определенная на промежутке (a;b), называется непрерывной

вточке x0 (a;b), если:

1)существует предел lim f (x);

x x0

2) он равен значению функции в точке

x0, т.е. lim f (x) f (x0).

x x0

Доказательство непрерывности функции f (x) в точке x0 состоит в проверке

равенства lim f (x) f (x0 ).

x x0

Пример 3. Найти все значения параметра а такие, что функция f (x) является непрерывной на всей числовой пря-

	 
	 
	2
	,при x 2,
	 

	мой, если
	ax
	 
	 

	f (x) 
	 
	 
	2
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	2,при x 2.

	 
	 
	 
	 

	 
	x a
	 

	Решение. При
	 
	 
	 
	x 2
	функция

	f (x) ax2
	– непрерывна при всех значе-



ниях x и lim f (x) 4a .

x 2

При x 2 функция f (x) x a2 2 – непрерывна при всех значениях x и

lim f (x) a2 .

x 2

Следовательно, функция f (x) является непрерывной на R, если выполняется

	равенство a2 4a, т.е. при
	a 0 или

	a 4 .
	 

	Ответ. a 0
	или a 4 .
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Напомним важное свойство непрерывной функции, которое будет использовано во второй главе: если на отрезке [a;b]

наименьшее и наибольшее значения непрерывной функции равны соответст-

	венно
	A и
	B , то для любого значения

	C [A; B]
	найдется
	значение c [a;b]

	такое,
	что
	C f (c).
	Это означает, что



множество значений непрерывной функции на отрезке [a;b] будет весь отрезок

[A; B].

1.3. Дифференцируемость функции

Функция f (x) называется дифференцируемой в некотором промежутке, если производная f (x) функции f (x) конечна в каждой точке этого промежутка.

Отметим важное свойство дифференцируемой функции: функция, дифферен-

цируемая в точке (на промежутке) непрерывна в этой точке (на этом промежутке).

Пример 4. Найти все значения параметров a и b, при каждом из которых функция

x, еслиx 1,

f (x) ax2 bx, еслиx 1

дифференцируема в точке x 1.

Решение. Так как функция дифференцируема в точке x 1, то она непрерывна в ней. Из условия непрерывности получа-

	ем первое равенство
	a b 1.
	Для диф-

	ференцируемости функции в точке
	x 1

	должно
	 
	 
	выполняться
	равенство

	x
	 
	(ax
	2
	 
	 
	 
	x 1,
	то
	есть

	 
	 
	bx) при

	2a b 1.
	Решая
	систему двух уравне-

	ний, получим ответ a 0, b 1.
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Ответ. a 0, b 1.

	 
	 
	 
	 
	 
	1.4. Нули функции
	 
	 

	 
	 
	Нули функции
	ya(x) f (x, a) –
	зна-

	чения аргумента
	x, при которых выра-

	жение
	f (x,a) 0. Решением этого урав-



нения является значения x, в зависимости от a. При каждом фиксированном a количество нулей функции ya (x) равно количеству корней уравнения f (x, a) 0.
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Геометрически нуль функции ya (x)

также как и в случае без параметра – это абсцисса точки пересечения графика функции ya (x) с осью Ox.

Пример 5. Для каждого значения параметра а найти все нули функции

f (x) ||5x| 10 | 3x a .

Решение. Переформулируем задачу:

для каждого значения а найти все решения уравнения

|| 5x| 10| 3x a .

Построим график функции (см. рис. 3)

a(x) ||5x| 10| 3x 

8x 10, если x 2,

2x 10, если 2 x 0,

8x 10, если 0 x 2,

2x 10, если x 2,

		a
	 
	который имеет точ-

		 
	 
	ки
	«перелома»:

		 
	 
	( 2;6), (0;10)
	и

		10
	 
	(2; 6).
	 
	 

		 
	Проводя прямые,

		 
	 

		6
	 
	параллельные оси х,

		 
	 
	определяем
	абсцис-

		–2
	2
	сы
	(значение
	кор-

		x ней
	уравнения)
	об-

		O
	 

		 
	 
	щих точек с данным

		–6
	 
	графиком.
	 
	 

		 
	Из рисунка
	вид-

		 
	 

		Рис. 3
	но,
	что при
	a 6

		данное уравнение

		 
	 

		 
	 
	не
	имеет
	корней.



Для a 6 уравнение имеет один корень x 2. Если 6 a 6, то из двух уравнений 8x 10 a и 2x 10 a получаем два корня x 10 a или x 10 a . В

	 
	 
	 
	a 6
	 
	 
	 
	8
	 
	 
	2
	 

	случае
	уравнение имеет три корня

	x 2,
	 
	x
	0,5
	или
	x 8.
	Если

	6 a 10,
	то
	имеем
	четыре корня

	x 
	10 a
	,
	x 
	a 10
	,
	x 
	10 a
	 
	или

	8
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	8
	 
	 

	x 
	10 a
	. В
	случае a 10
	уравнение

	 

	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x 0
	 

	имеет
	три
	корня
	x 2,5 ,
	или
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x 10. При a 10 получаем два корня

x 10 a или x 10 a . 8 2

Ответ: при a 6 нет нулей функции; при a 6 один нуль x 2;

при 6 a 6 два нуля x 10 a или

8

x 10 a ; при a 6 нули x 2;

2

x 0,5; x 8; при 6 a 10 четыре ну-

	ля x 
	10 a
	,
	x 
	a 10
	,
	x 
	10 a

	8
	 
	2
	 
	8



	или x 
	10 a
	; при a 10
	нули x 2,5;

	 

	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	x 0;
	x 10; при a 10 два нуля функ-

	 
	 
	ции x 
	10 a
	 
	или x 
	10 a
	.

	 
	8
	 
	2
	 



Пример 6. (МГУ, 2008). Найти все значения параметра a, при которых функция

f (x) x4 (a 1)x3 (2a 1)x2 (a 1)x 1

на промежутке ( ; 1) имеет не менее двух нулей.

Решение. Переформулируем задачу:

найти все значения параметра a, при которых уравнение

x4 (a 1)x3 (2a 1)x2 (a 1)x 1 0

на промежутке ( ; 1) имеет не менее двух корней.

Приведем уравнение к виду

		 
	1 2
	 
	1
	 

		x
	 
	2 (a 1) x
	 
	(2a 1) 0 

		 
	 

		 
	x
	 
	x
	 

		 
	 
	y2 (a 1)y 2a 3 0,

		где функция
	y f (x) x 
	1
	 
	возрастает

		x

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		на
	промежутке ( ; 1) от
	до



f ( 1) 0. Поэтому исходное уравнении имеет не менее двух корней на промежутке ( ; 1) тогда и только тогда, когда полученное уравнение имеет два корня y1,2 ( ;0), т.е. когда

	a 1 0
	 

	 
	 
	 
	 

	2a 3 0

	 
	2
	4(2a 3) 0
	 

	(a 1)
	 
	 



6


















Корянов А.Г., Прокофьев А.А. Функция и параметр

a 1

a a1 a a2 0 a 3  20.

a1,2 3  20

Ответ: a 3 25 .

Пример 7. (МИОО, 2010). Найти все значения а, при каждом из которых функция

f (x) 2 2| x| a2 x a

имеет ровно две различных точки перемены знака.

Решение. При a 0 данная функция

3x, если x 0,

имеет вид f (x) 4| x| x 

5x, если x 0.





y

10

–2 2

O  x

Рис. 4




Функция принимает значение 0 один раз при

	x 0,
	при
	остальных

	значениях х
	положи-

	тельна.
	График этой



функции (см. рис. 4) состоит из частей прямых с угловыми коэффициентами 3 или –5.

	Пусть a 0,
	тогда

	данная функция
	имеет

	следующий вид
	 








	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	a
	2
	 
	 

	4| x| x 2a2
	a,если |x|
	 
	 
	,
	 

	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 

	f (x) 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	a2

	4| x| x 2a
	 
	a,если |x|
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	2
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	a
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	5x 2a2 a,если x 
	,
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	a2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	3x
	2a
	 
	a,если x 
	 
	 
	 
	 
	,
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	a2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	3x 2a2
	a,если 
	 
	x 0,
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	a2
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	5x 2a
	 
	a,если 0 x
	 
	 
	 
	.
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 



График этой непрерывной функции состоит из частей прямых с угловыми коэффициентами 3 или –5, заданных на

	промежутках
	 
	;
	a
	2
	 
	,
	 
	 
	a
	2
	;0
	 
	,

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 

	 
	a
	2
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	0;
	 
	 
	,
	a
	 
	; .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	2
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Функция убывает на промежутке

	 
	;
	a
	2
	 
	 
	,
	 
	возрастает
	 
	на
	 
	 
	промежутке

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	a
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	a
	2
	 

	 
	 
	 
	 
	;0
	,
	убывает на промежутке
	0;
	 
	,

	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	возрастает на промежутке
	 
	a
	 
	 
	 
	; .
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Функция
	 
	 
	имеет
	два
	 
	 
	 
	 
	минимума

	 
	 
	 
	 
	a
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	a
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	a
	2
	 
	 
	 
	 
	и

	f 
	 
	 
	 
	 
	5 
	 
	 
	2a2 a 
	 
	a
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	a
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	a
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	a
	2
	a ,
	макси-

	f 
	 
	 
	 
	3
	 
	2a2
	a 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	мум
	 
	 
	 
	 
	f 0 3 0 2a2 a 2a2
	a .
	Так как



a2 a a2 a при a 0, то для сущест-

2 2

вования решения задачи необходимо и достаточно выполнение следующих условий (см. рис. 5а, б):

y

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	y
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	10
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	6
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	x
	1
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	–2O
	 
	O
	x

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	–1
	 
	1

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	–6
	 
	 
	–1
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	а
	 
	Рис. 5
	б
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	a 0
	 
	a 0
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	a2
	a 0
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	a(a 2) 0
	 
	a 2
	 

	 
	 
	 
	 
	 

	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	a2
	a(2 a) 0
	a 2
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	a 0
	 
	a 0
	 
	 
	 

	2
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	0,5 a 0

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	a 0
	 
	a(2a 1) 0
	 
	 
	 

	 
	 
	2
	a 0
	 
	 
	 
	 
	 

	2a
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Ответ. a 2; 0,5 a 0; a 2.
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1.5. Промежутки знакопостоянства функции

Участки знакопостоянства функции ya(x) f (x, a) при каждом фиксирован-

ном значении a совпадают с множествами решений неравенств f (x, a) 0 и f (x, a) 0.

Пример 8. Найти все значения а, при каждом из которых функция

f (x) x2 4x x2 3 x 1 a

2

принимает:

1)только неотрицательные значения;

2)как положительные, так и отрицательные значения.

Решение. 1) Для неравенства f (x) 0

имеем a x2 4x x2 3 x 1 . Постро- 2

им график функции (см. рис. 6)

a(x) x2 4x x2 3 x 1 2

2x2 2,5x 1, если x ( ; 0,5] [2; ),

5,5x 1, еслиx [ 0,5;2].

a

 2

 1 

O  1 x

Рис. 6

На координатной плоскости Oxa выделим цветом множество точек, координаты которых удовлетворяют неравенству
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a x2 4x x2 3 x 1 . 2

Последнее неравенство равносильно неравенству f (x) 0. Координаты точек незакрашенной области удовлетворяют неравенству f (x) 0.

На координатной плоскости Oxa выделим цветом множество точек, координаты которых удовлетворяют неравенству

a x2 4x x2 3 x 1 . 2

Найдем наименьшее значение функции a(x). Для этого сравним значения

квадратного трехчлена 2x2 2,5x 1 при

															
		x 
	5
	 
	и линейного
	двучлена 5,5x 1

		 

		в
	 
	8
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		при x 0,5:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	5
	2
	 
	 
	5
	 
	 
	 
	57
	 

		2
	 
	 
	 
	 
	2,5
	 
	 
	 
	1 
	 
	1,78125

		8
	8
	32

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



и

5,5( 0,5) 1 1,75.

57

Таким образом, aнаим. 32.

Прямые, параллельные оси х, полностью находятся в заштрихованной облас-

ти при a 57. 32

2) Условие «функция принимает как положительные, так и отрицательные значения» графически интерпретируется следующим образом: прямые, параллельные оси х, пересекают как заштрихованную так и не заштрихованную области. Как видим из рисунка, это возможно при

a 57. 32

Ответ: 1) a 57; 32

2) a 57.

32
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1.6. Четность, нечетность функции

Функция y f (x), заданная на множестве X, называется нечетной, если выполнены следующие условия:

(1)множество X симметрично относительно начала координат;

(2)для любого x X справедливо равенство f ( x) f (x) .

График нечетной функции симметричен относительно начала координат.

Функция y f (x), заданная на множестве X , называется четной, если выполнены следующие условия:

(1)множество X симметрично относительно начала координат;

(2)для любого x X справедливо равенство f ( x) f (x).

График четной функции симметричен относительно оси Oy .

Пример 9. При каждом значении а исследовать на четность и нечетность функцию f (x) (a 3)x 2a 4, x R .

Решение. Область определения функции симметрична относительно начала координат.

1. Для четности функции равенство

f( x) f (x), т.е. уравнение

(a 3)x 2a 4 (a 3)x 2a 4

должно выполняться при всех x R . Отсюда получаем a 3 0,a 3.

2. Для нечетности функции равенство

f( x) f (x), то есть уравнение

(a 3)x 2a 4 (a 3)x 2a 4

должно выполняться при всех x R. Отсюда получаем 2a 4 0, a 2.

Ответ: при a 3 функция четная; при a 2 функция нечетная; при a 2, a 3 функция общего вида.

Пример 10. При каких значениях параметра a является нечетной функция

	f (x) 
	1
	 
	1
	?

	 
	 

	2x a
	2
	 



Решение. Необходимым (но не достаточным) условием нечетности функции является выполнение при x 0 одного из условий:
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	(а) f (0) 0 ;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	(б) функция
	 
	f
	не определена в нуле.

	При x 0
	 
	 
	 
	1
	 
	1
	 
	a 3
	 
	 

	 
	 
	f (0) 
	 
	 
	.
	 

	 
	 
	1 a
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	2(a 1)
	 

	Условие
	(а)
	выполняется при a 3, а

	условие (б) – при a 1.
	 
	 
	 

	Рассмотрим
	 
	 
	случай
	a 3.
	Тогда

	f (x) 
	 
	1
	 
	1
	.
	В
	этом
	случае
	область

	2x
	 
	 

	 
	3
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	определения
	 
	 
	Df
	( ;log2 3) (log2 3; )



не является симметричной относительно точки x 0 . Следовательно, при a 3 функция не может быть нечетной.

	Если
	a 1,
	то
	f (x) 
	1
	 
	 
	1
	или

	 
	 
	 

	 
	 
	2x 1
	 
	 
	2x 1
	2
	 

	f (x) 
	 
	.
	В
	этом
	 
	случае

	 
	 
	 

	 
	2(2x 1)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Df ( ;0) (0; )
	симметрична
	отно-



сительно точки x 0 . Остается проверить выполнение условия f ( x) f (x) . Действительно,

	f ( x)
	2 x 1
	1/ 2x 1
	 
	2x 1
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	2(2 x 1)
	2 1/ 2x 1
	2(1 2x )

	 
	 
	2x 1
	f (x).
	 
	 

	 
	 
	 
	 

	 
	 
	2(2x
	1)
	 
	 
	 



Следовательно, при a 1 функция f (x) нечетная.

Ответ. a 1.

Пример 11. (МГУ, мех-мат, 2007,

устный экзамен). При каких значениях параметра a функция

f (x) (a x)5x 7 4a (a x)5a2 x 5

является нечетной?

Решение. Данная функция определена при всех значениях x R.

	Если функция
	f (x) является нечетной,

	то выполняется
	равенство f ( x) f (x)



или f ( x) f (x) 0 при всех допустимых значениях х. В частности при x 0 получаем f (0) 0.

Для функции

f (x) (a x)5x 7 4a (a x)5a2 x 5

имеем

f (0) a(57 4a 5a2 5) 0,

9
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поэтому либо a 0, но в этом случае функция f (x) x(5x 7 5 x 5) не является нечетной (докажите самостоятельно), либо

7 4a a2 5 (a 6)(a 2) 0 

a 2,

a 6,

причем обе соответствующие этим значениям параметра функции

f (x) (6 x)5x 1 (6 x)5 x 1

и

f (x) ( 2 x)531 x ( 2 x)531 x

являются нечетными (докажите самостоятельно).

Ответ. 2; 6.

1.7. Периодичность функции

						
	Функция
	y f (x),
	x X ,
	называется

	периодической
	на
	X ,
	если
	существует

	число T ,
	T 0,
	называемое периодом

	функции f (x), такое, что:
	 

	(а) числа x T
	и
	x T
	принадлежат X



для каждого x X ;

(б) для каждого x X имеет место равен-

ство f (x T) f (x).

Если Т – период функции, то ее периодом будет также и число kT , где k – любое целое число.

Если функции f (x) и g(x) периодические с периодами T1 и T2 соответственно, то периодом их суммы, произведения, разности и частного является число T , кратное T1 и T2 .

Пример 12. При каждом значении а исследовать на периодичность функцию f (x) (a 5)x 3a, x R.

Решение. Пусть Т – период данной функции, то есть для всех значений x R выполняется равенство f (x T) f (x) или уравнение

(a 5)(x T) 3a (a 5)x 3a.

Отсюда получаем a 5, то есть функция постоянная, периодом которой является любое ненулевое число.

Ответ. При a 5 функция периодическая; при a 5 не периодическая.

20.05.2012. www.alexlarin.net




Пример 13. (ЛЭТИ). При каких значе-

ниях параметра а число является пе-

2

риодом функции f (x) cos2x ?

3a sin 2x

Решение. Число является периодом

2

данной функции, если для всех допустимых значениях х выполняется равенство

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	cos2x
	 
	 
	cos2 x
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	2
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	3a sin2x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	3a sin2 x
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	2

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	cos2x
	 
	 
	cos2x
	.

	 
	 
	 
	 

	 
	3a sin 2x
	3a sin 2x



Отсюда получаем

3a sin2x 3a sin2x или a 0 .

	 
	В
	этом
	случае функция
	имеет вид

	f (x) ctg2x,
	причем, если
	2x0 D( f ),

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	то
	2 x
	 
	 
	 
	2x D(f ).
	 

	 
	 
	 

	 
	 
	 
	0
	 
	2
	 
	0
	 
	Ответ. 0.

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	1.8. Монотонность функции

	 
	Напомним, что если дифференцируе-

	мая функция
	f (x) возрастает (убывает)

	на
	 
	интервале
	(a,b),
	то
	 

	 
	f (x) 0

	(f
	 
	 
	 
	 
	при
	x (a,b).
	Это необходи-

	(x) 0)



мые условия возрастания (убывания) функции на интервале (a,b).

	Достаточные
	условия монотонности

	f (x): если f
	(x) 0 на интервале (a,b),

	 
	 
	 

	то функция
	f (x)
	возрастает на этом ин-

	тервале; если
	f (x) 0 – убывает.



Для доказательства строгого возрастания (убывания) функции на каком – либо промежутке достаточно проверить, что f (x) 0 ( f (x) 0) на этом промежутке и для всех точек, кроме их конечного чис-

ла, f (x) 0 ( f (x) 0) .

Пример 14. При каждом значении параметра а исследовать на монотонность функцию

f (x) 2x3 (9 3a)x2 18ax 5.

Решение. Найдем производную
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