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ПРЕДИСЛОВИЕ

Тензорное исчисление — эффективный математический аппарат, широко используемый в геометрии, физике, аналитической механике, механике деформируемых сред и других областях естествознания. В настоящее время имеется немало книг, посвященных тензорному исчислению. В большинстве из них теория тензоров излагается в традиционной «компонентной» форме, когда тензор отождествляется с набором его компонент. Такой подход хотя и обладает определенными достоинствами, затемняет геометрический и физический смысл тензора как целостного инвариантного объекта, независимого от выбора системы координат. Более современная трактовка рассматривает тензоры как элементы линейного пространства, полученного специальным перемножением векторных пространств. Этот подход, получивший название прямого, или бескоординатного тензорного исчисления, адекватно отражает, в частности, сущность основных понятий и представлений механики сплошных сред и поэтому хорошо приспособлен к задачам теории упругости, гидроаэромеханики, теории пластичности и т.д.

В настоящем учебном пособии изложены основы тензорного исчисления в бескоординатной форме. Рассмотрены основные положения тензорной алгебры, теории тензорных функций, тензорного анализа. Представлена теория симметрии тензоров и тензорных функций. Развит формализм тензорных полей, определенных на поверхности в трехмерном пространстве. Этот материал тесно связан с важным разделом механики деформируемого твердого тела — теорией оболочек.

От читателя требуется знание основ линейной алгебры и теории матриц. Содержание книги входит составной частью в курс механики сплошной среды, который авторы читают в течение многих лет на механико-

математическом факультете Ростовского госуниверситета.

Авторы сердечно признательны Г.И. Волокитину и А.А. Зелениной за нелегкий труд по рецензированию рукописи и помощь в устранении неточностей и опечаток.

Настоящее пособие подготовлено при финансовой поддержке Федеральной целевой программы «Интеграция». Авторы выражают глубокую благодарность руководителю проекта — декану механико-математического факультета профессору Я.М. Ерусалимскому.










ГЛАВА 1

ТЕНЗОРЫ И ОПЕРАЦИИ С НИМИ

§1. Евклидово векторное пространство. Основной и взаимный базис. Ковариантные и контравариантные компоненты вектора

Пусть Эn — конечномерное линейное пространство, n — его размерность. Элементы этого пространства, называемые векторами, будем обозначать, как правило, строчными латинскими буквами и выделять полужирным курсивом:

aЭn.

Вдальнейшем мы ограничимся рассмотрением линейных пространств только над полем вещественных чисел.

Определение. Евклидовым векторным пространством Эn называется линейное пространство размерности n над полем вещественных чисел, в котором определена операция скалярного умножения элементов, обозначаемая точкой: a · b. Скалярное умножение каждой паре векторов ставит в соответствие вещественное число и обладает следующими свойствами:

	1)
	a · b = b · a
	(коммутативность);

	2)
	(αa + βb) · c = α(a · c) + β(b · c)
	(дистрибутивность)

	 
	(α, β — числа);
	 



3)a · a ≥ 0;

a · a = 0 a = 0 (положительная определенность).

Отметим, что использование точки как знака скалярного произведения является обязательным.

Величина √a · a называется длиной вектора a.

При n = 3 векторы a, b, c являются обычными геометрическими векторами.

Пусть Эn — n-мерное евклидово пространство. Тогда в нем существует базис ek (k = 1, 2, . . . , n) и любой вектор a Эn можно единственным образом разложить по этому базису:






	§ 1. Евклидово векторное пространство
	5

	 
	n
	 

	 
	X
	 

	a =
	akek.
	 



k=1

Всюду в дальнейшем мы будем пользоваться правилом суммирования Эйнштейна, согласно которому наличие в выражении одинаковых верхнего и нижнего индексов автоматически предполагает суммирование по повто-

P

ряющемуся индексу, а знак суммирования опускается. Таким образом,

a = akek.

Индекс, по которому производится суммирование, называется немым. Ясно, что обозначение этого индекса совершенно несущественно:

a = akek = amem = ases и т.д.

Индекс, не участвующий в суммировании, называется свободным: ak = bkcmdm,

где k — свободный индекс. Аналогично преобразуются выражения, содержащие двойное, тройное и т.д. суммирование:

nn

X X

Aijbicj = Aijbicj = Aksbkcs.

i=1 j=1

Введенный выше векторный базис ek назовем основным. Наряду с ним

	рассмотрим базис em, который связан с основным соотношениями
	 

	em · ek = δkm,
	(1.1)

	где δm — символ Кронекера:
	 
	 
	 
	 

	k
	 
	1,
	m = k.
	 

	k
	 

	δm =
	 
	0,
	m 6= k;
	 



Соотношения (1.1) называются условиями биортогональности, а базис em — взаимным или биортогональным базисом.

Рассмотрим задачу определения взаимного базиса em по заданному основному. Для ее решения введем в рассмотрение матрицу kgksk вида

gks = ek · es

(величины gks называются метрическими коэффициентами). Эта матрица, очевидно, симметрична: gks = gsk. Кроме того, она является положительно определенной. Действительно, выражение

a · a = akek · ases = akas(ek · es) = akasgks

строго больше нуля при ненулевых компонентах ak в силу свойства (3) скалярного произведения. Из положительной определенности матрицы kgksk
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следует (согласно критерию Сильвестра), что ее определитель больше нуля, а значит, она имеет обратную.

Будем искать базис em в виде разложения каждого из его векторов по базису ek:

	em = gmkek.
	(1.2)



Здесь gmk — неизвестные пока коэффициенты разложения. Умножим обе части соотношения (1.2) скалярно на вектор es:

em · es = gmkek · es

или (с учетом условий (1.1))

δms = gmkgks.

Справа стоит элемент произведения двух матриц, а слева — элемент единичной матрицы. Поэтому матрица kgmkk является обратной к матрице kgksk (и тоже положительно определенной). Следовательно, взаимный базис em всегда существует и определяется единственным образом (в силу единственности обратной матрицы).

Вычислим произведение em · es:

em · es = gmkek · es = gmkδsk = gms.

Кроме того, очевидно, что векторы основного базиса выражаются через векторы взаимного соотношениями ek = gkmem.

Таким образом, между векторами основного и взаимного базисов существует полная аналогия, и понятия эти в евклидовом пространстве взаимны.

Как известно, в евклидовом пространстве существует ортонормированный базис — совокупность n попарно ортогональных единичных векторов.

	Векторы такого базиса мы будем обозначать is:
	 

	is · ik = δsk.
	(1.3)



Видно, что базис, взаимный к ортонормированному, совпадает с ним самим. Любой вектор a из Эn можно разложить как по основному, так и по

взаимному базису:

a = akek = amem.

Коэффициенты разложения по основному базису — ak — называются контравариантными компонентами вектора a; коэффициенты разложения по взаимному базису — am — называются ковариантными компонентами вектора a.

Установим связь между ко- и контравариантными компонентами векторов. Очевидно, что

ak = a · ek; am = a · em.







	§ 2. Преобразование базиса
	7

	Отсюда находим
	 
	 

	ak = amem · ek = gkmam.
	(1.4)

	Аналогично
	= g ak.
	 

	a
	(1.5)

	m
	mk
	 



Ясно, что, вообще говоря, ak 6= ak. В ортонормированном же базисе этой разницы нет, как нет разницы между векторами основного и взаимного базисов. В этом случае все индексы будем писать на одном (нижнем) уровне; при этом соглашение о суммировании по повторяющемуся индексу сохраняется:

a= asis = asis.

§2. Преобразование базиса

Пусть Эn — евклидово векторное пространство. Наряду с базисом ek рассмотрим в нем некоторый другой базис em0 ( из дальнейших формул будет видно, что штрих удобнее ставить у индекса, а не у вектора). Тогда любой вектор a Эn можно представить в виде

a = akek = am0 em0 .

Переход от базиса ek к базису em0 в линейном пространстве осуществляется, как известно, с помощью невырожденной матрицы, элементы которой обозначим через Akm0 :

	em0 = Akm0 ek.
	(2.1)



Обратный переход описывается с помощью обратной к ней матрицы

	 
	 
	 
	ek = Amk 0 em0 ,
	 
	(2.2)

	где kAmk
	0 k = kAkm0 k−1, т.е.
	Am0
	= δk; Am0 Ak
	= δm0 .

	 
	Ak

	 
	m0
	s
	s
	k
	s0
	s0



Рассмотрим теперь, как при изменении основного базиса преобразуются векторы взаимного. Пусть

	em = Bmek0
	;
	em0 = Bm0 ek;

	k0
	 
	k



kBkm0 k = kBkm0 k−1.

Выразим Bkm0 через Akm0 . Для этого подставим выражение для em0 в соотно-

шение

em0 · es0 = δms00 .
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В результате получим

δms00 = Bkm0 ek · es0 = Bkm0 ek · Ams0 em = Bkm0 Ams0 δkm = Bkm0 Aks0 .

Отсюда следует, что матрицы Bkm0 и Akm0 являются обратными, т.е.

Bkm0 = Amk 0 .

Таким образом, все четыре преобразования базисных векторов описываются двумя матрицами (точнее, одной — и обратной к ней):

	em0 = Asm0 es;
	em0 = Ams 0 es;
	(2.3)

	es = Ams 0 em0 ;
	es = Asm0 em0 .
	 



Теперь мы можем получить формулы преобразования компонент вектора при изменении базиса. При использовании контравариантных компонент выражение для вектора a имеет вид

a = ases = asAms 0 em0 = am0 em0 ,

откуда

	am0 = asAm0 .
	(2.4)

	s
	 



При использовании ковариантных компонент вектор a записывается следующим образом:

a = akek = akAkmem0 = am0 em0 ,

откуда

	am0 = akAkm0 .
	(2.5)



Полученные формулы преобразования компонент вектора объясняют терминологию: ковариантные компоненты меняются при помощи той же матрицы, что и векторы основного базиса, контравариантные компоненты — при помощи матрицы, обратной к ней.

Упражнения

1.Расшифровать следующие выражения: а) Aii; б) Tij; в) aiRij; г) aibjSij.

2.а) Даны матрицы A = kaijk и B = kbmnk. Написать выражение для элемента cks матрицы C = AB.

б) Записать в индексных обозначениях условие того, что матрица B является обратной матрице A, т.е. BA = AB = E, где E — единичная матрица.
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3. Преобразовать (в трехмерном пространстве) следующие выражения:

	а) ajδij;
	г) δijAik;

	б) aiajδij;
	д) δijδjk;

	в) δii;
	е) δijδjkδki.



4.Выписать всевозможные выражения для скалярного произведения векторов a и b через компоненты этих векторов.

5.Выписать всевозможные выражения для длины вектора a через компоненты этого вектора.

6.Доказать, что ak = a · ek; am = a · em.

7.Эквивалентны ли соотношения 1 и 2:

а) 1. Amn bnem = cmem 2. Amn bn = cm

б) 1. ck = Amk bm

2. cj = Anj bn

в) 1. ambm = 0

2.am = 0 или bm = 0

Впространстве геометрических векторов Э3 кроме скалярного умножения существует еще одна операция — векторное произведение. Для решения следующих упражнений необходимо вспомнить некоторые элементарные свойства этой операции и связанных с ней действий и, кроме того, вывести формулу для записи векторного произведения в компонентах.

Прежде всего, векторное произведение — это вектор

a × b = c Э3.

Изменение порядка векторов приводит к изменению знака их векторного произведения, т.е.

a × b = −b × a.

С использованием векторного произведения строятся такие операции, как смешанное произведение

(a ×b) ·c = (c ×a) ·b = (b ×c) ·a = −(b ×a) ·c = −(c ×b) ·a = −(a ×c) ·b

и двойное векторное произведение

	a × (b × c) = b(a · c) − c(a · b).
	(2.6)



Рассмотрим два вектора a, b Э3. Ограничиваясь случаем ортонормированного базиса, получим формулу компонентной записи векторного произведения этих векторов.
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Пусть is — ортонормированный базис

a = amim; b = bkik.

Тогда

a × b = ambkim × ik = ambkdmk.

Для нахождения компонент неизвестного вектора dmk ражения через скалярные произведения

def

dmk · is = (im × ik) · is = dmks.




составим их вы-

(2.7)






Полученные величины dmks называются символами Леви-Чивита. Согласно свойствам смешанного произведения (тройка i1, i2, i3 считается правой) имеем

d123 = d231 = d312 = 1; d213 = d321 = d132 = −1;

остальные компоненты равны нулю.

Таким образом, искомая формула для векторного произведения имеет вид

	a × b = ambkdmksis.
	(2.8)



Что касается свойств символов Леви-Чивита, то очевидна их антисимметрия по любой паре индексов (перестановка двух индексов приводит к изменению знака) и независимость от круговой перестановки индексов.

Еще одно свойство, необходимое для решения упражнений, сформулируем без доказательства (вывод его будет дан ниже в § 10):

	 
	 
	δim
	δin
	δis
	.
	 

	dijkdmns =
	δjm
	δjn
	δjs
	(2.9)

	 
	 
	δ
	km
	δ
	kn
	δ
	ks
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	8. Исходя из соотношения
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



a × (b × c) = b(a · c) − c(a · b),

преобразовать:

(a × b) × c.

9. Используя соотношение (2.9), преобразовать:

a) dijkdmnk; б) dijkdmjk; в) dijkdijk.

10. Верны ли соотношения:

а) AijAij = A2ij; б) AijBj = AjiBi;

в) δ2jk = δjk;

г) dmnkdijk = dijkdmnk.
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        Помощь Обратная связь 
        Вопросы и предложения Пользовательское соглашение Политика конфиденциальности
      

    

  


  

    
      
      Ограничение

    

      
    

      Для продолжения скачивания необходимо пройти капчу:

      
      
        

        

        
          
        

      


    


  


  

  
  
  
    
    
    
    
    
  

  
  
  


     

  

  
  
  

  


  

  
  
    
  

