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Функциональные последовательности и ряды

Перейдем к рассмотрению последовательностей и рядов, членами которых являются некоторые заданные функции, определенные на некотором числовом множестве X .

Последовательность вида

	f1 (x), f2 (x),..., fn (x),...,
	(14)



элементами которой являются функции одной и той же переменной x , и определенные в некоторой области X , называется функциональной последовательностью.

Если в точке x0 X сходится числовая последовательность { fn (x0 )}, то говорят, что функциональная последовательность (14) сходится в точке x0 . Множество всех

точек сходимости последовательности (14) называется областью сходимости функциональной последовательности (14).

Пусть для каждого x X последовательность (14) сходится, то есть имеет конечный предел, который в общем случае зависит от выбора x и представляет собой функцию от x на множестве X :

f (x) lim fn (x) .

n

Функцию f (x) называют предельной функцией для функциональной последовательно-

сти (14).

Ряд, составленный из элементов функциональной последовательности (14) называется функциональным рядом и обозначается

	 
	 
	 
	 

	f1 (x) f2 (x) ... fn (x) ...
	или
	fn (x) .
	(15)

	 
	 
	n 1
	 

	Ряд (15) называется сходящимся в точке
	x0 X ,
	если сходится числовой ряд



fn (x0 ) . Множество точек сходимости ряда (15) называется областью сходимости

n 1

функционального ряда (15). Очевидно, что сумма ряда (15) в общем случае будет являться функцией переменной x , а именно, предельной функцией для функциональной последовательности частичных сумм ряда (15). Таким образом, вопросы изучения функциональных последовательностей и рядов взаимосвязаны.

При изучении функциональных рядов и последовательностей решаются следующие задачи.

1. Определение области сходимости и расходимости рядов и последовательно-

стей.

2.Определение условий, при которых свойства членов ряда (последовательности) передаются сумме ряда (пределу последовательности).

3.Определение условий, при которых можно почленно дифференцировать ряды

ипоследовательности, почленно интегрировать и переходить к пределу.

4.Представление заданной функции суммой функционального ряда.








Для решения первой задачи на практике часто используют признаки Даламбера и Коши. Проиллюстрируем на примере.

Пример 18. Исследовать на сходимость ряд

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(x 2)
	n 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	( 1)n 1
	 
	 
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(16)

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(2n 3) 3
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	∆ Воспользуемся признаком Даламбера, для этого вычислим предел

	 
	 
	lim
	 
	 
	 
	 
	fn 1 (x)
	 
	lim
	 
	( 1)n
	(x 2)n 2
	 
	(2n 3) 3n
	 
	 
	 
	 
	 
	x 2
	 
	.

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	f
	 
	(x)
	 
	 
	(2n 5) 3n 1
	( 1)n 1 (x 2)n 1
	 
	3
	 

	 
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Таким образом, ряд (16) сходится когда
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	x 2
	 
	 
	 
	1 
	1 
	x 2
	 
	1 3 x 2 3 
	5 x 1.

	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Ряд (16) расходится, если
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x 2
	 
	 
	1
	x 5 или x 1.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Рассмотрим ряд (16) при x 5 и x 
	1, в этих случаях lim
	 
	fn 1
	(x)
	 
	1 .
	 
	 

	 
	 
	 
	 

	 
	f
	 
	(x)
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	n
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Пусть x 5 ,
	тогда ряд (16) принимает вид
	 
	 
	 
	, этот ряд расходится по

	 

	2n 3

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



предельному признаку сравнения, если сравнивать с гармоническим рядом.

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	3
	 
	 
	 

	При x 1, ряд (16)
	имеет вид
	( 1)n 1
	 
	 
	, этот ряд сходится по признаку

	 
	 
	 

	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	n 1
	 
	2n 3

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	3
	3
	 
	 
	 

	Лейбница. Кроме того, ряд
	 
	( 1)n 1
	 
	 
	 
	расходится, следовательно, ряд

	2n 3
	2n 
	 
	 

	 
	n 1
	 
	 
	n 1
	3

	(16) при x 1 сходится условно.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Подытоживая результат,
	отметим,
	что
	ряд
	 
	 
	(16) сходится абсолютно при

	x ( 5,1) , сходится условно при
	x 1 и расходится при x (  , 5] (1,  ) . ▲



Как уже убеждались, свойства конечных сумм не всегда выполняются для рядов. Также и свойства функций, из которых составлены функциональные последовательности или функциональные ряды, не всегда передаются предельной функции или, соответственно, сумме ряда. Рассмотрим два примера, показывающие такие случаи.
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Пример 19. Исследовать на сходимость функциональную последовательность

	{xn }, x R .
	(17)



∆ Очевидно, в зависимости от значения x предел последовательности (17) принимает различные значения. Из свойств показательной функции следует, что

1) при x 1 lim xn 0 ;

n

2) при x 1 lim1n 1;

n

3) при x 1 lim( 1)n – не существует;

n

4) при x 1 lim xn ;

n

	5) при x 1 lim xn ; – не существует.
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Рис. 2.

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Следовательно, предельная функция (рис. 2) последовательности (17) имеет вид

	 
	 
	 
	 
	0,
	 
	x ( 1,1],
	 
	 
	 

	 
	 
	f (x) 
	x 1.
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	1,
	 
	 
	 

	Таким образом, предельная функция
	 
	f (x) определена не для всех x в отличие

	от членов f
	n
	(x) xn функциональной последовательности (17)
	которые определены

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	для любого действительного x . Кроме того, функции f
	n
	(x) xn
	непрерывны при лю-

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	бом x R , а предельная функция f (x)
	разрывна в точке x 1 (устранимый разрыв). ▲

	Пример 20. Исследовать на сходимость функциональную последовательность

	{ fn (x)}, где
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	f
	 
	(x) 
	D(x)
	,
	 
	 
	 

	 
	 
	n
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	0, если x иррациональное,
	– функция Дирихле ( x R ).

	D(x) 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	1, если x рациональное,
	 
	 
	 
	 
	 



∆ Из свойств функции Дирихле следует, что функции fn (x) разрывны при любом x R . С другой стороны, при любом x R существует предел

lim fn (x) 0 .

n

Таким образом, предельная функция f (x) 0 функциональной последовательности { fn (x)} непрерывна при любом действительном x . ▲
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Таким образом, для сохранения предельной функцией свойств функций, из которых составлена данная последовательность, необходимо наложить ограничения на характер сходимости. Такие ограничения приводят к понятию равномерной сходимости последовательностей (или рядов).

Допустим, что для всех x X существует предел lim fn (x) , в этом случае гово-

n

рят, что последовательность { fn (x)} сходится на множестве X . Сформулируем это понятие по-другому, используя определение предела.

Говорят, что последовательность { fn (x)} при n сходится на множестве

X к функции f (x) , если для всех x X и для любого положительного числа найдется такой номер N N( , x) , что для любого n N будет справедливо неравенство

fn (x) f (x) .

								
	Говорят,
	что последовательность { fn (x)} при n сходится равномерно на

	множестве X
	к функции
	f (x) , если для любого положительного числа найдется

	такой номер N N( ) , что для любого n N
	и для всех x X будет справедливо не-

	равенство
	 
	fn (x) f (x)
	 
	.
	 
	 

	 
	 
	 
	 

	Рассмотрим геометрический смысл
	 

	(рис. 3) равномерной сходимости последо-
	 

	вательности. Согласно определению рав-
	 

	номерная сходимость означает, что для
	 

	любого положительного числа сущест-
	 

	вует такой номер N , в общем случае зави-
	 

	сящий от выбора , что
	все графики
	 

	функций fn (x)
	у которых
	n N будут
	 

	при всех x X
	лежать внутри « - полос-
	 



	ки», то есть внутри заштрихованной об-
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	ласти, изображенной на рис. 3.
	 
	 
	Рис. 3.
	 

	Рассмотрим теперь случай неравномерной сходимости. Пусть на множестве

	X [0,1) задана функциональная последовательность { f
	n
	(x)}, где
	f
	n
	(x) xn . Из при-

	 
	 
	 
	 
	 

	мера 19 следует, на множестве X [0,1) данная последовательность имеет предельную

	функцию
	f (x) 0 . Пусть 0 1, тогда, как вид-

	но из рис. 4, для любого номера n найдется такое

	значение
	x0 X , что для всех
	x x0 будет выпол-



няться неравенство fn (x) . Так, например, если положить x0 n .

	 
	Понятие равномерной сходимости можно

	Рис. 4.
	перенести и на случай функциональных рядов.
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	Функциональный ряд
	fn (x) ,
	 
	члены которого являются функции определен-

	 
	 
	 
	 
	n 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	ные на множестве X , называется равномерно сходящимся на этом множестве, если по-

	следовательность его частичных сумм равномерно сходится на множестве X .

	Для установления равномерной сходимости рядов и последовательностей суще-

	ствуют различные признаки, рассмотрим один из них.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Теорема 15
	(признак
	 
	Вейерштрасса).
	Если
	 
	члены
	функционального ряда

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	fn (x) удовлетворяют в области X неравенствам
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	n 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	fn (x)
	 
	an
	 
	( n 1,2,... ),
	 
	 
	 
	(18)

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	где an – члены некоторого сходящегося числового ряда an ,
	то ряд fn (x) сходится

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n 1
	 
	 
	 
	n 1

	равномерно на X .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	При выполнении неравенства (18), говорят, что ряд fn (x) мажорируется ря-

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n 1
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	дом an , или, что
	an служит мажорантным рядом для fn (x) .

	n 1
	n 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n 1
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Пример 21. Исследовать на сходимость ряд 
	nsin nx
	,
	x R .

	2 n

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n 1
	x
	 
	2
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	∆ Для любого действительного x справедливо неравенство

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	nsin nx
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	n
	.
	 
	 
	 
	 
	(19)

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x2 2n
	 
	 
	 
	x2 
	2n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Заметим также, что числовой ряд 
	n
	 
	 
	 
	сходится по признаку Даламбера, так как

	n
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n 1 2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	a
	n 1
	 
	 
	(n 1)
	 
	 
	 
	2n 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	n 1
	 
	 
	1
	 

	 
	A lim
	 
	lim
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	lim
	 
	 
	 
	 
	 
	1.

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	n an
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2 n
	 
	n
	 
	 
	2
	 

	 
	 
	n 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n 
	 
	 
	 
	 
	 



		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		Следовательно, для
	x R числовой ряд
	 
	n
	является мажорантным для функцио-

		n

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	n 1 2
	 
	 

		 
	 
	nsin nx
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	 

		нального ряда 
	 
	. А так как сходится числовой ряд 
	, то по признаку Вей-

		2 n
	n

		 
	n 1
	x
	2
	 
	 
	 
	 
	n 1
	2
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		ерштрасса ряд
	 
	nsin nx
	 
	сходится равномерно на множестве R . ▲

		 
	 
	 
	 

		x2
	2n
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	n 1
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Рассмотрим основные свойства равномерно сходящихся рядов.

Пусть задан функциональный ряд

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	fn (x) ,
	 
	 
	(20)

	 
	 
	 
	 
	 
	n 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	где fn (x) определены в некоторой области X .
	 
	 
	 
	 

	1. Пусть функция (x) ограничена на множестве
	X , тогда если ряд (20) равно-

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	мерно сходится на множестве X , то функциональный ряд
	(x) fn (x) также равно-

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n 1
	 

	мерно сходится на X .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	2.
	Если функции
	fn (x)
	непрерывны на множестве
	X и ряд (20)
	равномерно

	сходится на X , то тогда его сумма непрерывна на данном множестве и
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	lim fn (x) lim fn (x) , x0
	X .
	 

	 
	 
	x x0 n 1
	 
	n 1 x x0
	 
	 
	 
	 

	3. Пусть функции
	fn (x)
	непрерывны на множестве
	X и ряд (20)
	равномерно

	сходится на X , тогда, если [a,b] X , то
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	b 
	 
	 
	 
	 
	 
	b
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	fn (x) dx
	 
	fn (x)dx .
	 
	 

	 
	 
	a n 1
	 
	 
	n 1 a
	 
	 
	 

	4.
	Пусть функции
	fn (x) дифференцируемы на
	X ,
	ряд (20) сходится, а ряд

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	fn (x)
	сходится равномерно на X , тогда сумма ряда (20) дифференцируема на X , и

	n 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	fn
	(x)
	 
	fn (x) .
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	n 1
	 
	 
	n 1
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Можно привести пример функционального ряда, сумма которого является непрерывной функцией для любого x R , но ни в одной точке не имеет конечной производной. Пример такой функции Вейерштрасс опубликовал в 1875 году (хотя еще в 1830 году такая функция уже была построена Больцано):

f (x) an cos bn x ,

n 0

где 0 a 1, b – нечетное натуральное число ab 1 . Этот ряд мажорируется сходя-

щейся прогрессией an , и, следовательно, сходится равномерно, и его сумма непре-

n 0

рывна. Но, тем не менее, доказано, что для такого ряда ни в одной точке не существует производная.

Рис. 5. Функция Вейерштрасса.
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Степенные ряды

Функциональные ряды вида

	 
	 

	an xn ,
	(21)

	n 0
	 

	называются степенными рядами (коэффициенты an
	не зависят от x ).



Заметим, что также рассматриваются и более общая форма представления для

степенных рядов an (x x0 )n . Однако заменяя (x x0 ) на новую переменную, прихо-

n 0

дим к ряду (21).

Будем изучать вопрос об определении области абсолютной и равномерной сходимости, установим основные свойства таких рядов и возможность представления функций через степенные ряды.

	 
	 
	Теорема 16 (Абеля). Если степенной ряд (21) сходится при x x0 , то он сходится

	и при том абсолютно при любом x , у которого
	 
	x
	 
	 
	 
	x0
	 
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	∆ Пусть ряд an x0n сходится, тогда согласно необходимому признаку сходимо-

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n 0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	сти его
	n -ый член стремится к нулю при n и поэтому последовательность

	{a
	n
	xn } ограничена, то есть найдется такое положительное число M , что при любом

	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	n 0 будет справедливо неравенство
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	a
	xn
	 
	M .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	В силу этого для n -го члена ряда (21) можно получить следующую оценку:

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	xn
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	xn
	 
	 
	x
	 
	 
	n
	 
	M 
	 
	 
	x
	 
	 
	n .

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	a
	n
	 
	 
	 
	a
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	x0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x0
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	Если
	 
	x
	 
	 
	 
	x0
	 
	, то ряд M 
	 
	 
	 
	 
	 
	сходится,
	являясь суммой геометрической про-

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x0
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n 0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	грессии
	с
	множителем
	q 
	 
	x x0
	 
	 
	 
	1.
	 
	 
	Тогда
	по
	признаку сравнения сходится ряд

	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	an xn
	, а это означает абсолютную сходимость ряда (21) при
	x
	 
	x0
	. ▲

	n 0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	Следствие. Если степенной ряд (21) расходится при x x0 , то он расходится и

	при всяком x , у которого
	 
	x
	 
	 
	 
	x0
	 
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 






8













Величина 0 R такая, что при всех x , у которых x R , ряд (21) сходится, а при всех x , у которого x R , ряд (21) расходится, называется радиусом сходимости степенного ряда (21). А множество точек x , у которых x R , называется интервалом сходимости степенного ряда (21).

Из теоремы 16 и признака Вейерштрасса следует справедливость следующей теоремы.

Теорема 17. У всякого степенного ряда (21) существует радиус сходимости R . В интервале сходимости ряд (21) сходится абсолютно, а на любом отрезке x r , где r фиксировано и r R , ряд (21) сходится равномерно.

Заметим, что для степенных рядов вида an (x x0 )n интервал сходимости бу-

n 0

дет x x0 R .

Используя признаки Даламбера или Коши можно записать формулы для определения радиуса сходимости степенных рядов:

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	an
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	R lim
	 
	 
	 
	 
	или
	R lim n
	 
	a
	n
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	a
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	n
	n 1
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(2n)!(x 1)n
	 

		Пример 22. Определить радиус сходимости степенного ряда
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	.
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n!(n 1)!
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n 0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(2n)!
	 

		∆ Данный ряд можно записать в виде an (x x0 )n , где
	x0 1,
	an
	 
	.

		 
	 
	 

		n!(n 1)!

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n 0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		Тогда по признаку Даламбера получаем
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		R lim
	 
	an
	 
	lim
	(2n)!(n 1)!(n 2)!
	lim
	 
	(n 1)(n 2)
	 
	 
	1
	.
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	n!(n 1)!(2n
	2)!
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		n
	a
	n 1
	 
	n
	 
	n
	(2n 1)(2n 2)
	 
	4
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Следовательно, радиус сходимости исходного ряда равен R 14 , а интервалом сходимости будет x 1 14 . ▲

На основе теорем 16 и 17 и свойств равномерно сходящихся функциональных рядов можно сформулировать свойства сумм степенных рядов. Пусть задан ряд (21) имеющий радиус сходимости R 0 , тогда для него будут справедливы следующие свойства.
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1. Сумма f (x) an xn степенного ряда (21) внутри его интервала сходимости

n 0

представляет собой непрерывную функцию от x .

	 
	 
	 

	2. Если два степенных ряда an xn
	и bn xn
	в окрестности точки x 0 имеют

	n 0
	n 0
	 



одну и ту же сумму, то эти ряды тождественны, то есть при любом n выполняется an bn .

Действительно, так как

	 
	a a x a
	2
	x2
	... b b x b x2
	... ,
	(22)

	 
	0
	1
	 
	 
	 
	0
	1
	2
	 
	 

	то при x 0 получаем
	a0 b0 . Далее сокращая в (22)
	a0
	и b0 , и деля полученное ра-

	венство на x , получаем
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	a a
	2
	x a x2
	... b b x b x2
	...
	 

	 
	1
	 
	 
	3
	 
	1
	2
	3
	 
	 

	Полагая в записанном равенстве
	x 0 , находим
	a1 b1 , после чего сокращаем на a1 и



b1 , и опять делим на x и так далее. Последовательно применяя данные действия, можно доказать для любого номера n справедливость равенства an bn .

3. Сумма f (x) степенного ряда (21) на интервале сходимости дифференцируема, и ее производная f (x) может быть найдена почленным дифференцированием ряда (21), то есть

	 
	 
	 

	f (x) an xn 
	nan xn 1 .

	n 0
	 
	n 0



Аналогично могут быть вычислены производные любого порядка функции f (x) .

4. Сумма f (x) степенного ряда (21) на интервале сходимости интегрируема и интеграл от нее может быть вычислен почленным интегрированием ряда (21), то есть, если [x1 , x2 ] ( R, R) , то

		x2
	x2
	 
	an
	 
	 

		f (x)dx an xn dx 
	 
	(x2n 1 x1n 1 ) .

		n 1

		x
	n 0 x
	n 0
	 

		1
	1
	 
	 
	 
	 



5. Степенные ряды, получающиеся из ряда (21) в результате почленного дифференцирования или интегрирования, имеют тот же радиус сходимости, что и ряд (21).

Замечание. Все перечисленные свойства справедливы и для степенного ряда

an (x x0 )n с интервалом сходимости (x0 R, x0 R) .

n 0
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