
  
  

    
      
      
      
      

        
        Файловый архив студентов.
1254 вуза, 4562 предмета.
        
        

        
          
            Войти / Регистрация
            
              
                
                Войти
                Регистрация
              

              
                
                  
                    Логин:
                     
                    Пароль:
                     
                    Забыли пароль?
                    
                    
                    
                  

                

                 
                  
                    Email: 
                     
                    Email повторно:
                     
                    Логин: 
                    
                    Пароль: 
                    
                    Принимаю пользовательское соглашение

                    
                      

                    


                    
                  

                

              

            

          

        

        
          FAQ Обратная связь Вопросы и предложения
              
            
            
          

        


        	Вузы
	Предметы
	Пользователи
	Добавить файлы
	Заказать работу



        

      
      


      


    
        
        
        
          Добавил:
          
            Ares_0

            
            
            
            
            

            Опубликованный материал нарушает ваши авторские права? Сообщите нам.

          

          Вуз:Донецкий национальный технический университет

          Предмет:Высшая математика

          Файл:Ряды / Ryady_2
.pdf

          
        


        
            Скачиваний: 2

            Добавлен: 12.06.2023

            Размер: 101.52 Кб

            Скачать
            
                ☆
            

        


    


    
    
    

      








    

    
    

    

    
    

    

    
    







      
      
      
      
      
        
            
            
            
                
                    
                    
                    
                    
                    





Лекция №2

Теорема 1(признак Даламбера). Пусть для ряда с положительными членами

		∞
	 
	 
	 
	 
	an +1
	 

		∑an
	существует конечный или бесконечный предел
	lim
	= l , тогда:

		 

		n =1
	 
	l < 1
	− ряд сходится;
	n →∞ an

		1)
	если
	 
	 
	 

		2)
	если
	l > 1
	− ряд расходится;
	 
	 
	 

		3)
	если
	l = 1 − ответа на вопрос о сходимости
	теорема не даёт. В этом



случае требуются дополнительные исследования.

Доказательство. Вначале докажем пункт 1). Из определения предела следует:

	ε >0 N:
	n ³ N выполняется
	 
	a n +1
	− l
	< ε
	или
	 
	l − ε <
	an +1
	< l + ε
	.
	Если

	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	a n
	 
	 
	 
	 
	an
	 

	l <1 , то можно указать такое ε,
	для которого выполняется l +ε = q <1 и тогда

	 
	a n +1
	< q . Таким образом, "n ³ N выполняются равенства:
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 

	 
	a n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	a N +1 < qa N ;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	a N + 2 < qa N +1
	< q 2 a N ;
	 
	 
	(1)

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	a N + 3
	< qa N + 2 < q 3 a N ;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	∞
	 
	 
	∞
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Из формул (1) следует,
	что ряд
	∑ an < a N ∑ q n
	сходится (q < 1) . Тогда

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n = N +1
	 
	n =1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	∞
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	по признаку сравнения сходится и ряд ∑an .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n =1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Аналогично доказывается и случай 2). Здесь имеем $N : n ³ N , и выполняется

	неравенство
	an +1
	> 1 , т.е. an+1 >an
	 
	нарушается необходимый признак сходимости

	an
	 

	(общий член ряда не стремится к нулю), следовательно,
	ряд расходится.
	Чтд
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	∞
	 
	3
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Пример 1. Исследовать сходимость ряда ∑
	 
	 
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	n!
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n =1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	a =
	3n
	, a
	=
	3n+1
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Здесь
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	n
	 
	n!
	n+1
	 
	(n+1)!
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Вычислим предел





	 
	a
	= lim
	3n+1 n!
	= lim
	3× n!
	= lim

	lim
	n+1
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 

	n→∞ a
	n→∞ 3n (n +1)!
	n→∞ (n +1)n!
	n→∞

	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Пример 2. Исследовать сходимость ряда

	 
	a =
	nn
	,
	a
	=
	(n+1)n+1
	.

	Здесь
	 
	 

	n
	2nn!
	n+1
	 
	2n+1 (n+1)!

	 
	 
	 
	 






		3
	 
	 
	= 0 <1 ряд сходится.

		(n +1)

		 
	 

		∞
	n

		∑
	n
	 
	.

		n
	 

		n =1 2
	n!








Вычислим предел















	lim
	a
	n +1
	= lim
	(n + 1)n +1
	2n n!

	 
	 
	 
	+ 1)!

	n→∞
	an
	n→∞ 2n +1 nn (n



т.е. ряд расходится.

Аналогично можно доказать




	 
	1
	 
	(n + 1)n
	 
	1
	 
	 
	1 n
	e
	 

	=
	 
	lim
	 
	 
	=
	 
	lim 1
	+
	 
	 
	=
	 
	> 1,

	 
	n
	n
	 
	 
	2

	 
	2 n→∞
	 
	 
	2 n→∞ 
	 
	n 
	 
	 



следующую теорему.






Теорема 2 (радикальный признак Коши).

∞

Пусть для ряда с положительными членами ∑ an существует конечный или

n =1

бесконечный предел lim n a n = l , тогда:

n → ∞

1)если l < 1 − ряд сходится;

2)если l > 1 − ряд расходится;

3) если l = 1 − ответа на вопрос о сходимости теорема не даёт. В этом

		случае требуются дополнительные исследования.
	 
	 
	 

		∞
	 
	n + 3
	n

		Пример 3. Исследовать сходимость ряда ∑
	 
	 
	.

		3n + 2

		n =1
	 
	 



Вычислим предел





	 
	 
	 
	n + 3
	1 +
	3
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	n
	 
	 
	 
	1
	 

	 
	 
	= lim
	= lim
	 
	 
	 
	 
	=
	< 1

	lim n an
	 

	 
	 
	 
	2
	 
	 

	n → ∞
	n → ∞ 3n + 2
	n → ∞
	+
	3
	 

	 
	 
	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



n

Пример 4. Исследовать сходимость ряда

Вычислим предел

	 
	 
	 
	 
	 
	1 n
	 

	 
	 
	 
	 
	 

	lim n an
	= lim 
	1
	−
	 
	 
	= e−1
	< 1

	 

	n → ∞
	n → ∞ 
	 
	 
	n 
	 
	 






ряд сходится.

		∞ n −1 n 2

		∑
	 
	.

		n

		n =1 
	 

		ряд
	сходится.








Интегральный признак Коши

	 
	 
	∞
	 
	 
	 

	Пусть дан ряд с положительными членами ∑ an .
	 
	 
	 

	 
	n =1
	 
	 
	 

	Заменим в общем члене ряда
	an = f (n)
	натуральную
	переменную п

	вещественной переменной х. Получим функцию
	f (x)
	, для
	которой

	f (1) = a1 ; f (2) = a2 ;...; f (n) = an ;K .
	Исходя
	из
	геометрического
	смысла



определённого интеграла, можно доказать следующую теорему.

Теорема 3(интегральный признак Коши).

Если функция f (x) непрерывная и невозрастающая на [a ; ∞) , тогда:

	∞
	∞

	1. Если интеграл ∫ f (x)dx сходится, т.е.
	∫ f (x)dx < ∞ , то ряд сходится.






	1
	1










	 
	 
	 
	 
	∞
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	2. Если интеграл
	∫ f (x)dx расходится, то ряд расходится.
	 

	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	∞
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 

	Пример 5. Исследовать на сходимость ряд
	 
	∑
	.
	 
	 

	 
	p
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n =1
	n
	 
	 

	Рассмотрим функцию f ( x) =
	1
	. Для нее имеем
	 
	 

	 
	 
	 
	 

	x
	p
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	∞
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	,
	 
	 
	p > 1;

	 
	 
	 
	 
	x
	− p +1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	если

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	∞
	dx
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	, если
	p ¹ 1;
	 
	p - 1
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	- p + 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	= 
	 
	1
	 
	 
	 
	=
	 
	¥
	,
	 
	 
	если
	p < 1;

	∫1 x
	p
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	ln x
	 
	∞
	 
	 
	, если
	p = 1
	 
	 
	¥
	,
	 
	 
	если
	p = 1.

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Таким образом, обобщённый гармонический ряд сходится, если p > 1 и расходится, если p ≤ 1. Легко убедиться, что признак Даламбера не даёт ответа на вопрос о сходимости этого ряда.

Знакопеременные ряды

Знакочередующиеся ряды. Теорема Лейбница

Определение 1. Ряд называется знакопеременным, если среди его членов имеется бесконечное число как положительных, так и отрицательных членов.

Определение 2. Знакопеременный ряд, члены которого имеют чередующиеся знаки, называется знакочередующимся рядом.

Такой ряд имеет вид a1 − a2 + a3 − a4 + ... , где все an > 0.

Теорема (Лейбница). Если в знакочередующемся ряде члены ряда удовлетворяют условиям:

1. a1 > a2 > a3 > ... ;

2. lim an = 0 ,

n → ∞

то ряд сходится, и его сумма не превосходит первого члена.

Доказательство.

Рассмотрим чётные частичные суммы такого ряда

Sn = S2m = a1 − a2 +...+ a2m = (a1 − a2 ) + (a3 − a4 ) +...+ (a2m−1 − a2m ) .

	Все слагаемые в скобках положительные,
	следовательно, S2 m > 0
	и

	последовательность S2 m − с ростом т.
	 
	 

	Теперь запишем эту сумму так S2m = a1 −(a2 − a3 ) −(a4 − a5 ) −...− a2m .
	 

	Тогда S2 m < a1 , т.е. сумма ограничена сверху и при этом S2 m− . Тогда
	по

	свойству предела она имеет предел lim S2 m = S ,
	причем 0 < S < a .
	 

	m →∞
	1
	 








	Покажем теперь, что и lim S2m+1 = S . Так как S2m+1 = S2m + a2m+1 , то переходя

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	m→∞
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	к пределу в этом равенстве получим
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	lim S 2 m +1
	= lim S 2 m
	+ lim a2 m +1 = S , ч.т.д.
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	m → ∞
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	m → ∞
	 
	 
	m → ∞
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Замечание 1. Ошибка, совершаемая при замене S на Sn
	 
	не превосходит по

	абсолютной величине первого из отброшенных членов, т.е.
	 
	δn < an+1 ,
	так как

	отброшенные члены также образуют знакочередующийся ряд.
	 

	Пример 6. Ряд 1 −
	1
	+
	1
	−
	1
	+...
	 
	сходится,
	так
	как
	удовлетворяет условиям

	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	3
	 
	4
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	теоремы Лейбница. При этом приближённое вычисление
	его суммы
	будет

	вычисляться с точностью
	δn
	<
	1
	 
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	n +1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Пример 7. Исследовать сходимость ряда
	 
	1
	−
	1
	+
	1
	−
	1
	 
	+... .
	 

	2
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	5
	10
	17
	 
	 

	Замечаем,
	что
	an =
	 
	1
	 
	 
	 
	и тогда по теореме Лейбница
	 
	 
	 

	n
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	1
	 
	1
	 
	 
	1
	 
	 
	1
	 
	 
	+1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	1.
	>
	>
	 
	>
	> ...;
	 
	 
	 
	 
	 
	2. lim
	 
	1
	 
	= 0 , т.е. ряд сходится.
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 

	2 5
	10
	17
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	→∞ n
	+1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Абсолютная и условная сходимость

Теорема. Если ряд, составленный из абсолютных величин членов данного ряда, сходится, то сходится и данный ряд.

Обратное, вообще говоря, неверно.

Доказательство.

Обозначим суммы положительных и модулей отрицательных членов частичной суммы соответственно Sn(1) и Sn( 2) . Тогда частичная сумма данного ряда

	Sn = Sn(1) − Sn( 2) ,
	(2)



а частичная сумма ряда, образованного из абсолютных величин членов ряда будет равна

	 
	 
	 
	Qn = Sn(1) + Sn( 2) .
	(3)

	По условию теоремы существует предел (3), следовательно, существуют

	пределы
	lim Sn(1)
	и
	lim Sn( 2) .
	 

	 
	n→∞
	 
	n→∞
	 



Отсюда следует, что будет существовать и предел (2). Чтд.

Замечание 2. Обратное не всегда имеет место. Так, в примере 6 ряд сходится, однако ряд, составленный из положительных величин членов ряда, является расходящимся как гармонический. В примере 7 ряд сходится, сходится и ряд, составленный из абсолютных величин членов ряда, в чём легко убедится, сравнив его с обобщенным гармоническим ( p =2 >1) .

Определение 3. Знакопеременный ряд называется абсолютно сходящимся, если сходится ряд, составленный из абсолютных величин его членов. Если же






знакопеременный ряд сходится, а ряд, составленный из абсолютных величин его членов, расходится, то такой ряд называется условно сходящимся.

Таким образом, в примере 6 ряд является условно сходящимся, а в примере 7 − ряд абсолютно сходящийся.

Замечание 3. Следует отметить, что разделение рядов на абсолютно и условно сходящиеся является существенным, что видно из следующих свойств:

1.Если ряд сходится абсолютно, то он остаётся абсолютно сходящимся при любой перестановке его членов. При этом сумма не зависит от порядка его членов.

2.Если ряд сходится условно, то какое бы не было число А, в том числе и бесконечность, можно переставить члены этого ряда таким образом, чтобы его сумма оказалась равной А.

3.Если два ряда сходятся абсолютно, то их произведение − также абсолютно сходящийся ряд, сумма которого равна произведению сумм этих рядов.

Для условно сходящихся рядов свойство 3 не выполняется.
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