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1.КРАТКИЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ

1.1.Понятие сложности алгоритма

Традиционно в программировании понятие сложности алгоритма связано с использованием ресурсов компьютера: насколько много процессорного времени требует программа для своего выполнения, насколько много при этом расходуется память машины? Учет памяти обычно ведется по объему данных и не принимается во внимание память, расходуемая для записи команд программы. Время рассчитывается в относительных единицах так, чтобы эта оценка, по возможности, была одинаковой для машин с разной тактовой частотой и с незначительными вариациями в архитектуре [1].

Если в научных и инженерных приложениях большое время вычислений доставляет лишь неудобство пользователям, то в ряде других областей ресурсы настолько критичны, что может возникнуть проблема целесообразности всего проекта из-за неэффективной работы программы. К таким областям относятся системы реального времени (real-time systems). Это основанные на компьютерах системы, которые управляют процессами в реальном мире или обрабатывают информацию, служащую для принятия оперативных решений. Примерами систем реального времени являются бортовые компьютерные системы космических кораблей, самолетов, других транспортных средств; компьютерные системы, управляющие непрерывным химическим производством, ядерными реакторами; системы противовоздушной обороны, управления огнем и др.

В данном разделе будут рассмотрены две характеристики сложности алгоритмов – временная и емкостная. Не будем обсуждать сложность (длину) текста алгоритма, поскольку она больше характеризует исполнителя (машину), его язык, а не метод решения задачи. Не будем также обсуждать логическую сложность разработки алгоритма – сколько человеко-месяцев нужно потратить на создание программы, поскольку не представляется возможным дать объективные количественные характеристики. Обе эти темы относятся к области компьютер-







ных наук, называемой «технология программирования»

(software engineering).

Одно из свойств алгоритма – массовость. В общем случае количество операций и требуемая память зависят от исходных данных, т.е. являются функциями вектора X = (х1, х2, ..., хn) исходных данных. С точки зрения математического анализа сложности, сравнения алгоритмов, их классификации хотелось бы, чтобы функции сложности (x1, x2, ..., xn) выражались в виде формул с использованием обычных, элементарных математических функций. Тогда в нашем распоряжении оказался бы богатый арсенал средств классической математики. Но это не всегда возможно, так как исходные данные могут быть нечисловыми (графы, географические карты, строки символов, звуки и т. д.). Поэтому сложность алгоритма a рассматривается как функция от некоторого интегрированного числового параметра V, характеризующего исходные данные. Обозначим: Ta(V) – временная сложность алгоритма a; Sa(V) – емкостная сложность [4].

Параметр V, характеризующий данные, называют иногда объемом данных или сложностью данных. Оба эти термина не совсем точны. Выбор параметра V зависит не только от вида данных, но и от вида алгоритма или от задачи, которую этот алгоритм решает.

Отыскание функций сложности алгоритмов важно, как с прикладной, так и с теоретической точек зрения. В практике проектирования систем реального времени задача разработки программы формулируется так: отыскать такой алгоритм a, решающий задачу P, что Тa(X) < Tmax при X Î D, где D – область допустимых значений входных данных (задача с ограничением на временную сложность).

В системах, где критерий качества связан с временем ожидания реакции компьютера (системы управления базами данных, системы автоматического перевода для естественных языков программы для игры в шахматы и другие) задача может быть поставлена так: отыскать среди всех алгоритмов, решающих задачу Р, такой алгоритм а, для которого функция
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Ta(X) будет принимать минимальные значения на выбранном подмножестве S значений исходных данных, X Î S Ì D (задача минимизации временной сложности; дополнительно формулируются ограничения по емкостной сложности).

Для алгоритмов решения систем линейных уравнений методом Гаусса, перемножения матриц, вычисления значений многочленов просто отыскать параметр V сложности исходных данных – это размер матрицы или степень многочлена. Сложность алгоритма при этом однозначно зависит от V.

Действительно, для рассмотренных примеров вычисления факториала и скалярного произведения это было так. Но нет никаких причин надеяться, что это будет выполняться для любых алгоритмов, учитывая наше желание представлять функции формулами с использованием общеизвестных элементарных функций (или, как говорят, в аналитическом виде).

Выход состоит в следующем. Множество D комбинаций исходных данных все-таки разбивается «каким-либо разумным образом» на классы, и каждому классу приписывается некоторое значение переменной V. Например, если мы хотим оценить сложность алгоритма анализа арифметических выражений, то в один класс можно поместить все выражения, состоящие из одинакового числа символов (строки одинаковой длины) и переменную V сделать равной длине строки. Это разумное предположение, так как с увеличением длины сложность должна увеличиваться: припишем к выражению длины n строку +1 – получится выражение длины , требующее для анализа больше операций, чем предыдущее. Но строгого (линейного) порядка нет. Среди выражений длины n может найтись более сложное (в смысле анализа), чем некоторое выражение длины n+2, не говоря уже о том, что среди выражений равной длины будут выражения разной сложности [2].

Затем для каждого класса (с данным значением V) оценивается количество необходимых операций в худшем случае, т.е. для набора исходных данных, требующих максимального количества операций обработки (сложность для худшего случая – верхняя оценка), и в лучшем случае – для набора, тре-
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бующего минимального количества операций. Таким образом, получаются верхняя и нижняя оценки сложности алгоритма (см. рисунок ниже).

Зависимость сложности алгоритма от сложности данных

Разница между Tmax(V) и Tmin(V) может быть значительной. Но для многих алгоритмов отмечается ситуация «редкости крайних значений»: только на относительно небольшом количестве сочетаний исходных данных реализуются близкие к верхним или нижним оценкам значения сложности. Поэтому интересно бывает отыскать некоторое «усредненное» по всем данным число операций (средняя оценка). Для этого привлекаются комбинаторные методы или методы теории вероятностей. Полученное значение и считается значением Тa(V) средней оценки.

Функции сложности для худшего случая и для средних оценок имеют практическое значение. Системы реального времени, работающие в очень критических условиях, требуют, чтобы неравенство Тa(X) < Tmах не нарушалось никогда; в этом случае нам нужна оценка для худшего случая. В других системах достаточно, чтобы это неравенство выполнялось в большинстве случаев; тогда мы используем среднюю оценку. Опять же в связи со свойством массовости алгоритма исследователей чаще интересуют именно средние оценки, но получать их обычно труднее, чем верхние оценки.
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1.2. Пространственная и временная сложность

Для большинства задач существует много различных алгоритмов решения. Какой из них выбрать для решения конкретной задачи? Эффективность программы (кода) является очень важной ее характеристикой. В программировании всегда стараются выбирать наиболее эффективное решение и оценивать границы применимости выбранного алгоритма [1].

Эффективность алгоритма оценивается по двум параметрам: по времени работы и необходимому объёму памяти.

Сложность по памяти (пространственная / ёмкостная сложность) алгоритма – количество памяти, необходимое для выполнения этого алгоритма, в зависимости от размера входных данных.

Компьютеры обладают ограниченным объемом памяти. Если две программы реализуют идентичные функции, то та, которая использует меньший объем памяти, будет более эффективна [2].

Временная сложность алгоритма – зависимость числа операций, выполняемых алгоритмом, от размера входных данных.

При подсчёте учитываются только существенные операции – операции сравнения двух значений, сложения, вычитания, умножения, деления, MOD, DIV, вычисление значений булевских операций OR, NOT, AND.

Операции вычисления SIN, COS, EXP, LOG и т.д. оцениваются через число сложений и умножений, т.к. их вычисление для конкретных значений реализуется разложением в ряд.

Операции присваивания и операции со счётчиком при организации цикла не учитываются, т.к. их выполнение занимает значительно меньше времени, а их доля в общем числе операций падает при существенном росте размера задачи.

Для конкретного алгоритма вычисление точного вида функции временной сложности довольно трудоёмко, поэтому на практике вместо точных формул используют сравнительные оценки поведения функции сложности с увеличением
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размера входных данных [4].

Математически асимптотическая сложность вычисляется с помощью О-функций (будем использовать «О-большое»). O-функции выражают относительную скорость алгоритма в зависимости от некоторой переменной (или переменных).

	Функция f(n) имеет порядок
	) , если имеется

	константа К и
	счетчик n0, такие, что
	, для

	.
	 
	 

	Основные соотношения для О-функций:

	1)
	, где k – некоторая константа

	2)
	или
	 

	3)
	равна доминанте
	и



1.3.Классы сложности

Втеории алгоритмов классами сложности называются множества вычислительных задач, примерно одинаковых по сложности вычисления. Говоря более узко, классы сложности

—это множества предикатов (функций, получающих на вход слово и возвращающих ответ 0 или 1), использующих для вычисления примерно одинаковые количества ресурсов [1].

Каждый класс сложности (в узком смысле) определяется как множество предикатов, обладающих некоторыми свойствами. Типичное определение класса сложности выглядит так: классом сложности X называется множество предикатов

,вычислимых на машинах Тьюринга и использующих для

вычисления ресурса, где n — длина слова x[2].

В качестве ресурсов обычно берутся время вычисления (количество рабочих тактов машины Тьюринга) или рабочая зона (количество использованных ячеек на ленте во время работы). Языки, распознаваемые предикатами из некоторого класса (то есть множества слов, на которых предикат возвращает 1), также называются принадлежащими тому же классу.
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Кроме того, многие классы могут также быть описаны в терминах математической логики.

Все классы сложности находятся в иерархическом отношении: одни включают в себя другие. Однако про большинство включений неизвестно, являются ли они строгими. Одна из наиболее известных открытых проблем в этой области – равенство классов P и NP. Если это предположение верно (в чём большинство учёных сомневается), то представленная справа иерархия классов сильно свернётся. На данный момент наиболее распространённой является гипотеза о невырожденности иерархии (то есть все классы различны). Кроме того, известно, что EXPSPACE не равен классу PSPACE [3].

Рассмотрим функцию f и входную цепочку длиной n. Тогда класс DTIME(f(n)) определяют, как класс языков, принимаемых детерминированными машинами Тьюринга, заканчивающими свою работу за время, не превосходящее f(n). Класс NTIME(f(n)), в свою очередь, определяют, как класс языков, принимаемых недетерминированной машиной Тьюринга, заканчивающими свою работу за время, не превосходящее f(n). Отметим, что ограничения на память при определении данных классов отсутствуют.

Аналогично иерархии по времени вводится иерархия по памяти. Класс DSPACE(f(n)) обозначает класс языков, принимаемых детерминированными машинами Тьюринга, использующих не более f(n) ячеек памяти на рабочих лентах. Класс NSPACE(f(n)) определяют, как класс языков, принимаемых недетерминированными машинами Тьюринга, использующих не более f(n) ячеек памяти на рабочих лентах. Временные ограничения при определении данных классов отсутствуют.

Аналогично определяются и другие подобные рассмотренным выше классы. Приведем использующиеся сокращения:

D – детерминированный (детерминистический); N – недетерминированный;

R – вероятностный с ограниченной односторонней ошибкой;
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B – вероятностный с ограниченной двусторонней ошибкой;

BQ – квантовый с ограниченной двусторонней ошибкой.

1.4. О-сложность алгоритмов

Большинство операций в программе выполняются только раз или только несколько раз. Алгоритмами константной сложности. Любой алгоритм, всегда требующий независимо от размера данных одного и того же времени, имеет константную сложность[1].

Время работы программы линейно обычно когда каждый элемент входных данных требуется обработать лишь линейное число раз.

,, Полиномиальная сложность.

О(N2)-квадратичная сложность, О(N3)- кубическая сложность. Когда время работы программы логарифми-

ческое, программа начинает работать намного медленнее с увеличением N. Такое время работы встречается обычно в программах, которые делят большую проблему в маленькие и решают их по отдельности.

Такое время работы имеют те алгоритмы, которые делят большую проблему в маленькие, а затем, решив их, соединяют их решения.

Экспоненциальная сложность. Такие алгоритмы чаще всего возникают в результате подхода, именуемого метод грубой силы.

	Вид управляющей структуры
	Сложность

	Присваивание
	О(1)

	Простое выражение
	О(1)

	S1
	доминанта для О(Выч1) и

	S2
	О(Выч2)

	If Условие THEN
	доминанта для

	S1
	О(Выч1) и О(Выч2) и

	ELSE
	О(ВычУслов)

	S2
	(*это наихудший случай*)
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        Помощь Обратная связь 
        Вопросы и предложения Пользовательское соглашение Политика конфиденциальности
      

    

  


  

    
      
      Ограничение

    

      
    

      Для продолжения скачивания необходимо пройти капчу:

      
      
        

        

        
          
        

      


    


  


  

  
  
  
    
    
    
    
    
  

  
  
  


     

  

  
  
  

  


  

  
  
    
  

