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Лекция 24

Логические функции

Цель лекции:

изучить логические функции, способы задания ФАЛ, правила составления конъюнктивных и дизъюнктивных нормальных форм.

План лекции:

1.Способы записи ФАЛ.

2.ДНФ и КНФ.

3.Законы и теоремы булевой алгебры.

4.Логические функции двух переменных.

Основным математическим аппаратом, используемым для синтеза цифровых устройств, является булева алгебра (алгебра логики).

Логическая (булева) переменная – это величина х, которая может принимать только два значения: х = 0,1 . Операции над переменными записываются с помощью символов: &, , –, , → и т.д.

Логическая функция – это функция алгебры логики f(х1,х2,...,хn) (ФАЛ), принимающая значения 0 или 1 в результате логических операций над логическими переменными. Число функций определяется числом n

переменных

P2 n 22n N 22n ,

где n - число аргументов. При n=1 число функций равно P2 1 4, при n=2 –

P2 2 16 и так далее.

Способы записи ФАЛ. Рассмотрим обобщенную схему логического устройства (рис. 5.2). На входе этого устройства присутствует некоторый n-












разрядный двоичный код x0x1 xn 1, а на выходе соответственно m-

разрядный двоичный код z0z1 zm 1. Для того, чтобы описать поведение этой схемы, необходимо определит зависимость каждой выходной переменной z0z1 zm 1 от значения входных переменных x0x1 xn 1.





	x0
	 
	 
	Логическое

	 

	x1
	 
	 

	 

	xn-1
	 
	 
	устройство

	 
	 
	 

	 
	 






 z0  z1

zm-1






Рис. 5.2. Обобщенная схема логического устройства

ФАЛ – это зависимость каждой выходной переменной zi , выраженная через совокупность входных переменных x0x1 xn 1 при помощи операций алгебры логики.

Булева функция называется полностью определенной, если заданы 2n

её значений (т.е. заданы выходные значения для каждой возможной входной кодовой комбинации). Если часть значений функции не задана, то функция называется частично определенной или недоопределенной.

ФАЛ может быть задана различными способами: таблицей истинности;

формулой, состоящей из букв, знаков логических операций и скобок;

комбинационной схемой, составленной из логических элементов;

координатным способом (картой Карно), переключательной схемой и т.д.

Основными из них являются описание функции в словесной форме, в виде таблиц истинности и в виде алгебраических выражений.

Пример словесного описания булевой функции: логическая функция от трёх переменных равна единице, если хотя бы две входные переменные равны единице.












Таблицей истинности называется таблица, в левой части которой содержатся все возможные комбинации входных переменных (2n ), а в

правой части – соответствующие им значения выходных переменных.

В общем случае таблица истинности содержит 2n строк и n m

столбцов. Для заполнения значений входных комбинаций можно использовать простое правило: значения младшего бита входной комбинации

(переменная x0) чередуются каждую строку, значения более старшего бита

(переменная x1) чередуются через каждые две строки, значения переменной x2 – через каждые четыре строки и т.д. То есть, чередование осуществляется

через 20 , 21, 22 …2n строк. В этом случае расположение по строкам

входных кодовых комбинаций будет соответствовать линейному возрастанию десятичных эквивалентов этих комбинаций.

В таблице 5.1. приведена таблица истинности для ФАЛ, словесное описание которой приведено выше.

При аналитической записи логические операции обозначают специальными символами. Черта над переменной A, x означает логическое отрицание (инверсию); знак « » или «+» – логическое сложение

(дизъюнкцию); а знак логического умножения – « » или « » – конъюнкцию.

Алгебраическая форма представления булевых функций используется для минимизации (упрощения формул) и для построения логических схем.

Существует две формы алгебраических функций – дизъюнктивная и конъюнктивная.

Дизъюнктивной нормальной формой (ДНФ) называется логическая сумма элементарных логических произведений, в каждое из которых аргумент или его инверсия входит один раз.

Таблица 5.1

Таблица истинности булевой функции из примера










	x
	2
	x
	x0
	f (x)

	 
	1
	 
	 

	0
	0
	0
	0

	0
	0
	1
	0

	0
	1
	0
	0

	0
	1
	1
	1

	1
	0
	0
	0

	1
	0
	1
	1

	1
	1
	0
	1

	1
	1
	1
	1

	 
	 
	 
	 
	 



ДНФ может быть получена из таблицы истинности с использованием следующего алгоритма:

а) для каждой входной кодовой комбинации, при которой булева функция равна единице, записывают элементарные логические произведения входных переменных. При этом, если входная переменная в кодовой комбинации равна нулю, то её записывают с инверсией. Полученные произведения называют конституентами единицы (минтермами).

б) логически суммируют все конституенты единицы.

Совершенная дизъюнктивная нормальная форма (СДНФ)

получается суммированием конституент единицы.

Для приведённой выше таблицы истинности имеем следующие элементарные логические произведения:

	x
	2 x1 x0;
	x2 
	x
	1 x0 ;
	x2 x1 
	x
	0 ;
	x2 x1 x0 .



Суммируя данные логические произведения получим алгебраическое выражение:

f (x) x2x1x0 x2x1x0 x2x1x0 x2x1x0.










Конъюнктивной нормальной формой (КНФ) называется логическое произведение элементарных логических сумм, в каждую из которых аргумент или его инверсия входят один раз.

КНФ может быть получена из таблицы истинности с использованием следующего алгоритма:

а) для каждой входной кодовой комбинации, при которой булева функция равна нулю, записывают элементарные логические суммы входных переменных. При этом, если входная переменная в кодовой комбинации равна единице, то её записываю с инверсией. Полученные суммы называют конституентами нуля (макстермами)

б) логически перемножают все полученные конституенты нуля.

Совершенная конъюнктивная нормальная форма (СКНФ)

получается перемножением конституент нуля.

Для приведённой выше таблицы истинности имеем следующие элементарные логические суммы:

	x2 x1 x0;
	x2 x1 
	x
	0;
	x2 
	x
	1 x0;
	x
	2 x1 x0.



Перемножая данные логические суммы получим алгебраическое

выражение

f( x) x2 x1 x0 x2 x1 x0 x2 x1 x0 x2 x1 x0 .

Рассмотренная методика позволяют получить математическую форму

записи для самой функции.

Законы и теоремы булевой алгебры










Как и в обычной алгебре, в алгебре логики существуют теоремы,

знание которых значительно облегчает действия с логическими переменными.

1. Коммутативный закон:

	x1 x2 x2 x1
	x1 x2 x2 x1



2. Ассоциативный закон:

	x1 (x2 x3) (x1 x2) x3
	x1 (x2 x3) (x1 x2) x3.



3. Дистрибутивный закон:

	x1 (x2 x3) x1 x2 x1 x3
	x1 x2 x3 (x1 x2) (x1 x3).



4. Правило повторения:

	x x x
	x x x .



5. Правило отрицания:

	x x 0
	x x 1.



6. Правило двойного отрицания:

x x.

7. Правило склеивания:











	x1 (x1 x2) x1
	x1 x1 x2 x1.



8. Теорема де Моргана

	x1 x2 x1 x2
	x1 x2 x1 x2 .



9. Операции с 0 и 1:

	x 0
	0
	x 0
	x

	x 1 x
	x 1 1.



Дистрибутивный закон x1+x2 x3=(x1+x2) (x1+x3) требует пояснения.

Раскроем скобки в правой части равенства:

(x1+x2) (x1+x3) = x1 x1+x1 x3+x1 x2+x2 x3 = x1+x1 x3+x1 x2+x2 x3 = x1(1+x3+x2)+x2 x3 = x1+x2 x3.

Таким образом, равенство левой и правой частей доказано. Аналогично можно доказать правила склеивания:

x1 (x1+x2) = x1 x1+x1 x2 = x1+x1 x2 = x1 (1+x2) = x1.

Теорема де Моргана основана на так называемом принципе двойственности. Если функцию и аргументы поменять на их отрицания, знак логического сложения заменить знаком логического умножения, знак логического умножения заменить на знак логического сложения, то равенство в уравнении, определяющем функцию, не нарушится.










	Если y x1 x2, то, согласно принципу двойственности,
	y x1 x2 ,



если y x1 x2, то y x1 x2 . Это и доказывает теоремы Моргана.

Булевы функции одной переменной. Все возможные логические функции одной переменной (унарные логические операции) представлены в таблице 5.2. Число функций равно P2 1 4.

Таблица 5.2

Логические функции одной переменной

	Функция
	 
	x
	Наименование
	Обозначение

	 
	 
	 
	 
	функции
	функции

	 
	x=0
	 
	x=1

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	f0
	0
	 
	0
	Константа "ноль"
	f(x)=0

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	f1
	0
	 
	1
	Тождественная функция
	f(x)=x

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	f2
	1
	 
	0
	Отрицание
	f(x)= x

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	f3
	1
	 
	1
	Константа "единица"
	f(x)=1

	 
	 
	 
	 
	 
	 



Булевы функции двух переменных. Все возможные логические функции двух переменных – бинарные логические операции – представлены в таблице 5.3. Число функций равно P2 2 16.

Логические функции трех и более переменных обычно задаются

(наряду с таблицами истинности) также формулами, состоящими из символов переменных и знаков унарных и бинарных операций. Значение любой логической формулы, содержащей знаки логических операций, можно вычислить для любого набора значений переменных, используя таблицы 5.2

и 5.3.

Таблица 5.3

Логические функции двух переменных






	№
	Значение функции на
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	функции
	наборах логических
	Наименование
	 
	Обозначение
	 
	 

	 
	 
	переменных
	 
	функции
	 
	 
	функции
	 
	 
	 

	 
	x1=0
	x1=1
	x1=0
	 
	x1=1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	x2=0
	x2=0
	x2=1
	 
	x2=1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	f0
	0
	0
	0
	 
	0
	Константа "ноль"
	 
	 
	 
	f = 0
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	f
	x1 x2
	 
	 
	 

	f1
	0
	0
	0
	 
	1
	Конъюнкция
	 
	f
	x1 & x2
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	f
	 
	x1 x2
	 
	 
	 

	f2
	0
	0
	1
	 
	0
	Запрет по x2
	 
	 
	 
	x1 x2
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	f x1 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x2
	 
	 
	 

	f3
	0
	0
	1
	 
	1
	x1
	 
	 
	 
	 
	f = x1
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	f4
	0
	1
	0
	 
	0
	Запрет по x1
	 
	 
	 
	 
	x2 x1
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	f 
	x1
	x2
	 
	 
	 

	f5
	0
	1
	0
	 
	1
	x2
	 
	 
	 
	 
	f = x2
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	f6
	0
	1
	1
	 
	0
	Сумма по mod2
	f
	x1 x2
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(неравнозначность)
	f 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x1 x2
	 
	 
	 

	f7
	0
	1
	1
	 
	1
	Дизъюнкция
	 
	 
	f = x1 v x2
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	f = x1 + x2
	 
	 
	 

	f8
	1
	0
	0
	 
	0
	Стрелка Пирса
	 
	f x x
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	f 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x1 x2
	 
	 
	 

	f9
	1
	0
	0
	 
	1
	Равнозначность
	f 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	x

	 
	x
	 
	x

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	2

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	f 
	x1
	 
	x2
	 
	 
	x1 x2

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x1 x2
	 
	 
	 

	f10
	1
	0
	1
	 
	0
	Инверсия x2
	 
	 
	 
	 
	f
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x2
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	f11
	1
	0
	1
	 
	1
	Импликация от x2
	к x1
	f = x2 x1
	 
	 
	 

	f12
	1
	1
	0
	 
	0
	Инверсия x1
	 
	 
	 
	 
	f 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	x
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	f13
	1
	1
	0
	 
	1
	Импликация от х1
	к x2
	f = x1 x2
	 
	 
	 

	f14
	1
	1
	1
	 
	0
	Штрих Шеффера
	f (x,y)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	x
	&x
	2
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	f
	 
	x1|x2
	 
	 
	 

	f15
	1
	1
	1
	 
	1
	Константа "единица"
	 
	 
	 
	f = 1
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