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a > 0.



Автоколебания, устойчивость, метод Ван-дер-Поля

Требуется охарактеризовать автоколебательную реакцию гликолиза, удовлетворяющую следующим уравнениям в безразмерном виде:

(

2x˙ = 1 − 2ax − 2xy2,

(1)

y˙ = −y + ax + xy2;

Здесь x и y — концентрации адезинофосфата и фруктозо-6-фосфата соответсвенно; a — кинетический параметр.

	Преобразуем систему (1) к эквивалентному виду:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	(y˙ = y + ax + xy2.
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	x˙ =
	21
	− ax − xy2
	,
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	−
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Имеем f1(x, y) =
	 
	− ax − xy2, f2(x, y) = −y + ax + xy2.
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Найдем особую точку системы (1):
	 
	 
	 
	 
	 
	4a + 1 2

	(f2
	(x, y) = 0;
	 
	(−y + ax + xy2 = 0;
	0
	0

	f1
	(x, y) = 0,
	=
	21 − ax − xy2 = 0,
	= (X
	, Y ) =
	2
	,
	1
	.

	 
	 
	 
	 
	 
	 



Линеаризуем исходную систему в окрестности особой точки. Полученное векторизованное уравнение можно записать в виде

x˙ = J(x − b); b = (X0, Y0).

Здесь J = ∂∂xf — матрица Якоби.

Для исследования устойчивости системы по первому приближению найдем значения Якобиана в особой точке:

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	∂f1(x,y)
	x=b
	∂f1(x,y)
	x=b
	 
	 
	 
	−a − 41
	 
	−
	2
	 
	 

	 
	∂x
	 
	∂y
	 
	 
	 
	.

	J =
	 
	=
	 
	 
	4a+1

	 
	∂f2(x,y)
	 
	∂f2(x,y)
	 
	 
	 
	a + 1
	 
	1 +
	2
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	−
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	∂x
	 
	∂y
	 
	4
	 
	 
	4a+1

	 
	 
	 
	x=b
	 
	 
	x=b
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Решение системы в положении
	равновесия
	будет устойчиво, если все собственные числа

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



найденной матрицы J имеют неположительную вещественную часть. Для нахождения собственных чисел воспользуемся характеристическим уравнением матрицы:

	λ2 − trJλ + detJ = 0.
	 
	 
	 

	trJ = −a −
	5
	 
	2
	 
	 
	1

	 
	+
	 
	 
	; detJ = a +
	 
	 
	.

	4
	4a + 1
	4






1













	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	trJ ± √
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	λ1,2 =
	 
	tr2J − 4detJ
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Таким образом условие устойчивости запишется следующим образом:
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(detJ > 0.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	trJ < 0,
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	a 4
	5 +
	2 < 0,
	 
	16a2+24− a−3 > 0,
	 
	a
	 
	 
	 
	 
	−−3−2√3 ;
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	−3+2√3 ; +
	,
	a > −3 + 2√3.

	a + 1
	> 0,
	 
	 
	 
	a >
	1 ,
	 
	 
	a >
	 
	 
	 
	 
	41
	,
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	− −
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	4
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	−
	4
	 
	 
	 
	 
	 
	4
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	∞
	 
	 
	 
	 

	4
	4a+1
	 
	 
	4a+1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	4
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	4
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	i h
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	i
	 
	 
	 
	 

	a > 0;
	 
	 
	 
	a > 0;
	 
	 
	h
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	a > 0;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	−3 + 2
	√
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Тогда при 0 < a <
	 
	3
	положение равновесия неустойчиво (условие самовозбуждения).

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	4
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Более подробную классификацию типов автоколебаний можно провести, зная знак вели-

	чины ∆ = tr2J − 4detJ. Имеем
	 
	 
	 
	√
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	p
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	√
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	4
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	∆ > 0 при a >
	 
	 
	2 + 4 + 2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2 + 4 2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	√
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	√
	 
	 
	 
	 
	 
	4
	 
	 
	 
	p
	 
	 
	 
	 
	 
	√
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	∆ < 0 при 0 < a <
	 
	 
	 
	2 + 4 + 2
	 
	 
	 
	 
	2 + 4
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	√
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Следовательно, можем определить тип особой точки в зависимости от a:
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	√
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	√
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	4 p
	√
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	Устойчивый фокус при
	−3 + 2 3 < a <
	 
	 
	 
	 
	2 + 4 + 2 2 + 4 2;
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	4
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	√
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	√
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	4
	 
	 
	 
	p
	 
	 
	√
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Устойчивый узел при a >
	 
	2 + 4 + 2
	 
	 
	2 + 4
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	√
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	√
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Неустойчивый фокус при 0 < a <
	−3 + 2
	3
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	4
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Таким образом, режимы колебаний в зависимости от параметра a определяются следую-

	щим образом:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	√
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	√
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	Квазигармонические колебания:
	 
	−3 + 2
	3
	 
	 
	< a <
	−3 + 2 3
	 
	+ O(ϵ);

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	4
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	4
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	√
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Нормальные автоколебания: 0 < a <
	−3 + 2
	3
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



4

Приведем систему (1) к дифференциальному уравнению второго порядка. Положим

ξ = (x − X0) + (y − Y0) =

ξ˙ = x˙ + y˙.

2







	x˙ + y˙ =
	1
	− y = ξ˙ =
	1
	− y.
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 

	2
	2
	 
	 

	(x − X0) = ξ − (y − Y0) = x = ξ˙ + ξ +
	2
	.

	 

	4a + 1



¨ −

ξ = y˙.

Подставляя полученные соотношения во второе уравнение системы (1), получим

	−ξ¨ = ξ˙ −
	1
	+ a ξ˙ + ξ +
	 
	2
	+
	ξ˙ + ξ +
	 
	2
	 
	ξ˙ −
	1
	 
	2

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	.

	2
	4a + 1
	4a + 1
	2

	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 

	¨
	 
	˙
	 
	 
	 
	2
	 
	2
	 
	 
	˙
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	−ξ = Ξ + ξ +
	4a + 1
	(a + Ξ ) + ξ(a + Ξ
	), Ξ = ξ
	−
	2
	;
	 
	 



	ξ¨+
	a + 4
	ξ = −Ξ − ξ˙ + 4a + 1
	(a + Ξ2) − ξ(ξ˙2 − ξ˙) =

	 
	1
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	2a
	 
	 
	 
	 
	2Ξ2

	 
	f(ξ, ξ˙) = −Ξ − aξ˙ −
	 
	 
	− Ξ2ξ˙ −
	 
	− ξ(ξ˙2 − ξ˙).

	 
	4a + 1
	4a + 1



Проведем исследование полученного дифференциального уравнения второго порядка методом Ван-дер-Поля.

ξ = A cos ψ; ψ = ωt + α = ξ˙ = −Aω sin ψ

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2π
	f(A cos ψ, −Aω sin ψ) sin ψ dψ.
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	A˙ = − 2πω ; Φ(A) = Z0
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	Φ(A)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	2π
	 
	 
	 
	 
	 
	2π
	−Aω sin2 ψ − 2 sin ψ dψ = −πAω.
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	Z0
	Ξ sin ψ dψ = Z0
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Z0
	2π
	 
	 
	 
	 
	2π
	A2ω2 sin3 ψ + Aω sin2 ψ + 4
	 
	dψ = πAω.
	 
	 
	 

	 
	Ξ2 sin ψ dψ = Z0
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	sin ψ
	 
	 
	 
	 

	 
	2π
	 
	2π
	−A3ω3 sin4 ψ − A2ω2 sin3 ψ −
	Aω sin2 ψ
	dψ = −
	3
	πA3ω3
	 
	πAω

	Z0
	Ξ2ξ˙ sin ψ dψ =
	Z0
	 
	 
	 
	 
	−
	 
	.

	4
	 
	 
	 
	4
	4

	 
	 
	 
	Z0
	2π ξ˙ sin ψ dψ = Z0
	2π
	−Aω sin2 ψ dψ = −πAω.
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	Z0
	2π ξξ˙2 sin ψ dψ =
	Z0
	2π A3ω2 cos ψ sin3 ψ dψ = 0.
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	Z 2π
	 
	 
	 
	 
	Z 2π
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



ξξ˙ sin ψ dψ = A2ω cos ψ sin2 ψ dψ = 0.

	0
	0
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	Z0
	2π const sin ψ dψ = 0.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Таким образом, приходим к выражению для Φ(A):
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	3πA3ω3
	 
	 
	 
	πAω
	 
	−
	 
	2πAω
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	Φ(A) = πAω + πaAω +
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	+
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	.
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	4
	 
	 
	 
	 
	 
	4
	 
	 
	4a + 1
	 
	 

	Найдем предельные циклы данной автоколебательной системы:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	˙
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	3πA3ω3
	 
	 
	πAω
	 
	 
	 
	2πAω
	 
	 

	A = 0 = Φ(A) = 0 = πAω + πaAω +
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	+
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	−
	 
	 
	 
	 
	 
	= 0 =

	 
	 
	 
	4
	 
	 
	 
	4
	 
	 
	 
	4a + 1

	4A + 4aA + 3A3ω2 + A − 4a8+ 1 = 0 = 5 + 4a −
	 
	4a + 1 + 3A2ω2 = 0 =

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	A
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	8
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	√3ω s
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	√
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	st
	 
	 
	 
	 
	 
	−
	 
	(4a−+ 1)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	st
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	−2√3 a + 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	A
	 
	 
	=
	1
	 
	 
	 
	 
	16a2
	 
	 
	24a + 3
	; A
	 
	=
	 
	 
	16a2
	 
	−
	24a + 3
	.
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Определим условие существования предельного цикла:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	4
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	dA
	A=Ast
	< 0,
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	dΦ
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	16a
	 
	 
	 
	24a + 3 > 0;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	− 
	 
	 
	−
	 
	√
	 
	 
	! предельный цикл существует.

	Отсюда заключаем, что при a 
	 
	0,
	−3
	+ 2
	3

	 
	 
	4
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Общий вывод:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	√
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	1. При a >
	−3 + 2
	 
	3
	система стремится к положению равновесия;
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	4
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	! система переходит к стационарному режиму колебаний (име-

	 
	 
	−3
	 
	 
	 
	 
	√
	 

	2. При a 
	0,
	+ 2 3

	 
	4
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	< √
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	ет предельный цикл), причем в случае, если
	A
	 
	−16a2
	− 24a + 3
	, происходит воз-

	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	√
	 
	 
	 
	 
	 
	a +
	1
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2 √3
	16a2
	4 24a + 3
	 

	растание амплитуды колебаний, а в случае, если A0
	>
	 
	 
	 
	 
	−
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	−
	 
	, происходит

	 
	 
	 
	 
	 
	2√3 a + 41 

	затухание решения;
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          Соседние файлы в предмете Теория колебаний, асимптотические методы
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	#14.12.2023117.19 Кб3Исследование устойчивости параметрических колебаний.pdf

	#14.12.202395.92 Кб5Исследование устойчивости системы с несколькими степенями свободы.pdf
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      Для продолжения скачивания необходимо пройти капчу:

      
      
        

        

        
          
        

      


    


  


  

  
  
  
    
    
    
    
    
  

  
  
  


     

  

  
  
  

  


  

  
  
    
  

