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Определение

f : R ! R, F : R ! R.

Функция F (x) есть первообразная функции f(x) ; åñëè F 0(x) = f(x). Замечание F (x) есть первообразная f(x) ; åñëè f(x) есть производная F (x) :

Теорема

Если функция F1(x) есть первообразная функции f(x) ; и функция F2(x) также есть первообразная функции f(x) ;

òî F2(x) = F1(x) + C, ãäå C константа. Без доказательства.

Определение

f : R ! R,

Множество всех первообразных функции f(x) åñòü неопредел¼нный интеграл функции f(x) :

ZZ

	Обозначение:
	f(x) dx, èëè
	f(x) ¢ dx.



Замечание Z

Если знак " " используется для обозначения операции взятия первообразной вполне уместно, то по поводу нужности множителя "dx" могут, поначалу, появить-

ся сомнения а с какой стати и зачем он здесь? Великий Исаак Ньютон также не видел в н¼м необходимости, и для неопредел¼нного интеграла он придумал другое

обозначение: f(x) .

Обозначение НьютонаZ не прижилось, так как оно не помогало брать интегралы.

Обозначение f(x) ¢ dx придумал Готфрид Вильгельм Лейбниц. Данное обозначение, как и вся система обозначений для дифференциального и интегрального исчисления, является большой заслугой Лейбница, поскольку эта система оказывает
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значительную помощь е¼ пользователю при взятии производных и интегралов. Грохочущие слова "дифференциал" и "интеграл" немецкого происхождения.

У Ньютона были свои, более мелодичные названия, но и они не прижились.

Ниже приводится таблица неопредел¼нных интегралов, которую следует знать наизусть.Z

	1.
	Z
	0 ¢ dx = C
	 
	 
	 
	 
	 

	2.
	 
	Z
	 
	 
	 
	 
	 

	Z
	1 ¢ dx = dx = x + C

	3.
	 
	x2

	x ¢ dx =
	 
	 
	 
	+ C

	2

	4.
	Z
	xn ¢ dx =
	 
	xn+1

	 
	 
	 
	+ C ; ïðè n 6= ¡1

	n + 1

	5.
	Z
	x ¢ dx = Z
	 
	 
	x = ln jxj + C

	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	dx

	6.
	Z ex ¢ dx = ex + C

	7.
	Z
	ax ¢ dx =
	 
	 
	ax

	 
	+ C

	ln a

	8.
	Z
	cos x ¢ dx = sin x + C

	9.
	Z
	sin x ¢ dx = ¡ cos x + C



																				
	10.
	Z
	1
	 
	 
	¢ dx = Z
	 
	 
	 
	dx
	= tg x + C
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	cos2 x
	 
	cos2 x
	 

	11.
	Z
	1
	 
	 
	¢ dx = Z
	 
	 
	dx
	= ¡ctg x + C
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	sin2 x
	sin2 x
	 

	12.
	Z
	1
	 
	 
	¢ dx = Z
	 
	 
	 
	dx
	 
	= arctg x + C
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	1 + x2
	 
	1 + x2
	 

	13.
	Z
	1
	 
	 
	 
	¢ dx = Z
	 
	 
	dx
	1
	x
	 

	 
	 
	 
	 
	=
	 
	¢ arctg
	 
	+ C

	a2 + x2
	 
	a2 + x2
	a
	a
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	14.
	Z
	p
	 
	1
	 
	 
	¢ dx = Z
	 
	p
	 
	dx
	 
	= arcsin x + C

	1
	¡ x2
	1 ¡ x2

	15.
	Z
	p
	1
	 
	 
	 
	¢ dx = Z
	 
	 
	p
	 
	 
	dx
	= arcsin
	x
	 
	+ C

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	a

	a2 ¡ x2
	 
	a2 ¡ x2

	16.
	Z
	px21+ ® ¢ dx = Z
	 
	px2
	+ ® = ln ¯x + px2 + ®¯ + C

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	dx
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	¯
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	¯

	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	dx
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	1¯ + x
	 
	 
	 
	 
	¯

	17.
	Z
	 
	 
	 
	 
	 
	¢ dx =
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	=
	 
	¢ ln
	¯
	 
	 
	 
	 
	¯ + C

	1
	¡
	x2
	1
	¡
	 
	x2
	2
	1
	¡
	x

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Z
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	¯
	 
	 
	 
	¯
	x
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	dx
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	¯
	 
	 
	a +¯
	 
	 

	18.
	 
	a2
	 
	 
	x2 ¢ dx =
	 
	a2
	 
	 
	 
	 
	x2 =
	 
	 
	 
	¯
	 
	 
	 
	 
	 
	¯
	x
	¯ + C

	Z
	¡
	 
	¡
	 
	2a ¢ ln ¯a
	¡

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Z
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	¯
	 
	 
	 
	 
	¯
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	¯
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	¯
	 

	Ссылка на
	i й пункт таблицы неопредел¼нных¯ ¯ интегралов далее будет совер-

	шаться в виде
	 
	 
	Int i
	:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Теорема
	1.
	Z
	(f(x) + g(x)) dx = Z
	f(x) dx +Z
	 
	g(x) dx

	 
	2.
	Z (f(x) ¡ g(x)) dx = Z f(x) dx ¡Z g(x) dx

	 
	3.
	Z (A ¢ f(x)) dx = A ¢Z f(x) dx
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Без доказательства. Замечание

Âтеореме утверждается, что:

1.Интеграл суммы равен сумме интегралов.

2.Интеграл разности равен разности интегралов.

3.Постоянный множитель можно выносить за знак интеграла. Похожими "линейными" свойствами обладает и производная.

Âдифференциальном исчислении существуют простые и удобные формулы для производной произведения двух функций и производной частного двух функций. В
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sin x x



интегральном исчислении "аналогов" таким формулам нет.

Если производную можно без труда взять практически для любой функции, то интеграл (первообразная) иногда бер¼тся очень непросто, а иногда и не бер¼тся вооб-

ще. Про последний случай принято говорить "интеграл в конечном виде не бер¼тся". Например, не бер¼тся в конечном виде интеграл R dx, однако, он бер¼тся в бес-

конечном виде. Разговор про такие случаи уместен после изучения темы "Функциональные ряды".

	Пример 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Z
	x4
	+ x2
	¡
	x
	dx.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Взять интеграл
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2x3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Решение
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	+ x2
	¡
	 
	 
	 
	dx = Z
	 
	µx2 +
	 
	x2 ¡ x2 ¶dx = Z
	µx2 + 2x ¡ x¶dx =

	Z
	x4
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	2x3
	 
	x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x4
	 
	 
	 
	 
	2x3
	 
	 
	x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 

	= Z x2 dx + 2 ¢Z
	62 x dx ¡ Z
	x dx =
	µ
	3 + C1
	¶ + 2 ¢ µ
	2 + C2
	¶ ¡ (ln jxj + C3) =

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x2
	 
	 
	 
	 

	 
	=
	x3
	 
	 
	 
	x2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	+ 2C2
	¡ C3 =
	x3
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	3 + 2 ¢
	 
	 
	2 ¡ ln jxj + C1
	3 + x2 ¡ ln jxj + C :

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	|
	 
	 
	 
	 
	 
	{z
	 
	 
	 
	 
	 
	}
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



=C

Âдальнейшем:

не будет таких простых примеров;

не будет "расшаркивания" с несколькими константами и сбором их линейных комбинаций в одну константу;

не будет такого подробного, как в Примере 1, описания решения. Некоторые простые операции могут и должны быть проделаны без комментариев и представлены без промежуточных фаз.

Теорема о замене переменной под знаком неопредел¼нного интеграла

Z

Åñëè f(x) dx = F (x) + C ; (1)
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Z

òî f(g(x)) ¢ g0(x) dx = F (g(x)) + C : (2)

Доказательство

Равенство (1) по определению означает, что Fx0(x) = f(x), Fu0(u) = f(u). Равенство (2) по определению означает, что (F (g(x)))0x = f(g(x)) ¢ g0(x). Возьм¼м производную функции от функции (сложной функции):

³´

							
	(F (g(x)))x0 = Fg0
	(x)
	g(x) ¢ g0(x) = Fu0(u) ¢ g0(x) = f(
	u
	) ¢ g0(x) = f(g(x)) ¢ g0(x) : (3)

	Равенство
	(3)
	совпадает с тем, что, по определению,
	|{z}
	.

	 
	|{z}
	|{z}
	=g(x)
	(2)

	 
	 
	=u
	=u
	 



означает

Доказательство закончено.

Определение

f : R ! R:

Дифференциал функции есть произведение двух сомножителей: производной функции, то есть f0(x) ; è малого приращения независимой перемен-

ной, которое принято обозначать через dx :

Обозначение: df(x) = f0(x) ¢ dx .

Замечание Вместо слов "малое приращение" иногда применяются слова "бесконечно малое

приращение". На разъяснение понятия "малое" тратить время не принято.

Замечание До сей поры было непонятно, зачем под знаком интеграла присутствует "лиш-

ний" множитель dx. Пришла пора внести ясность.

Поскольку, по определению дифференциала, d(g(x)) = g0(x) ¢ dx, равенство (2)
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можно переписать в видеZ

	f(g(x)) ¢ d(g(x)) = F (g(x)) + C :
	(4)



Равенство (4) как раз и представляет ту удачную находку Готфрида Вилгельма Лейбница, благодаря которой брать интегралы становится легче. Действительно, (4)

можно воспринимать так: Интеграл, в котором и подынтегральная функция, и дифференциал зависят только от функции g(x), можно брать так, как если бы g(x) áûëà

независимой переменной. Во многих случаях, для упрощения понимания выкладок, g(x) временно заменяется но новую переменную (например, на переменную y), íî ïî-

сле взятия интеграла новая переменная y в результирующем выражении заменяется на g(x).

Простейшая из функций g(x) внутри дифференциала линейная. Для не¼ уместно написать и запомнить соотношение

	1
	¢ d (a ¢ x + b) ;
	 

	dx = a
	(5)



вытекающее непосредственно из определения дифференциала:

a1 ¢ d (a ¢ x + b) = a1 ¢ (a ¢ x + b)0 ¢ dx = a1 ¢ a ¢ dx = dx :

Частные случаи (5)

	1
	¢ d (a ¢ x) ; dx = d (x + b) ;

	dx = a



словами можно описать так: за внесение внутрь дифференциала постоянного множи-

òåëÿ a нужно расплатиться дополнительным множителем 1

a перед дифференциалом, а внесение внутрь дифференциала постоянного слагаемого b совершается бесплатно.

	Пример 2
	Z
	 

	Взять интеграл
	sin(2x) ¢ dx.
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	Решение
	Z
	sin(2x) ¢ dx = 2 ¢Z sin(2x) ¢ d(2x) = y = 2x
	=
	2 ¢Z
	sin y ¢ dy =
	 

	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	cos(2x)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	=
	Int 9
	= ¡
	 
	¢ cos y + C = ¡
	 
	 
	+ C :
	 
	 
	 

	Пример 3
	 
	 
	2
	2
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	Z
	9x2 + 6x + 2.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Взять интеграл
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	dx
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Решение
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Z
	 
	dx
	 
	= Z
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	dx
	= Z
	 
	 
	dx
	 
	 
	1
	¢Z
	d(3x + 1)
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	=
	 
	 
	 
	=

	9x2 + 6x + 2
	(9x2 + 6x + 1) + 1
	(3x + 1)2 + 1
	3
	(3x + 1)2 + 1



	(внутрь дифференциала внес¼н множитель
	 
	3 ;
	за это удовольствие пришлось распла-

	титься дополнительным множителем
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	3 перед знаком интеграла; внесение постоян-

	ного слагаемого
	 
	1
	совершено бесплатно)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	¢Z
	dy
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	1
	 
	 
	 

	=
	y = 3x + 1
	 
	=
	 
	 
	 
	 
	=
	Int 12
	=
	 
	 
	 
	¢ arctg y + C =
	 
	¢ arctg (3x + 1) + C :

	 
	3
	 
	y2 + 1
	3
	3

	 
	 
	 

	Пример 4
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Z
	p3 4x ¡ 7 :
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	Взять интеграл
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	dx
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Решение
	p3 4x ¡ 7
	= 4 ¢Z
	p3 4x¡¡ 7 =
	4 ¢Z
	(4x ¡ 7)¡3¢ d(4x ¡ 7) = y = 4x ¡ 7 =

	 
	 
	Z

	 
	 
	 
	 
	dx
	 
	1
	 
	d(4x
	7)
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 







Z

= 14 ¢

Пример 5 Взять интеграл




	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	y¡
	1
	+1
	 
	 
	 
	 
	2
	 

	 
	¡
	31
	 
	 
	1
	 
	 
	3
	 
	1
	 
	y 3
	 

	 
	Int 4
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	y
	 
	¢ dy =
	=
	 
	¢
	 
	 
	 
	 
	 
	+ C =
	 
	 
	¢
	 
	+ C =

	 
	4
	¡
	1
	+ 1
	4
	2

	 
	 

	 
	 
	3
	 
	 
	 
	3
	3
	 
	 
	 
	 
	3
	 

	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 



= 8 ¢ y + C = 8 ¢ (4x ¡ 7) + C :

Z

esin x¢ cos x ¢ dx.
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	Решение
	esin x¢ cos x ¢ dx = Z
	esin x¢ (sin x)0dx = Z
	 

	Z
	esin x¢ d(sin x) = y = sin x =



Z

=ey ¢ dy = Int 6 = ey + C = esin x + C :

Для успешного выполнения манипуляций, подобных примен¼нным в Примере 5, есть смысл выписать и запомнить некоторые выражения, которые можно свернуть в полный дифференциал. Эти выражения построены на основе таблицы интегралов (начиная с третьего е¼ пункта). Таблицу дифференциалов, представленную ниже, нужно выучить наизусть так же, как и таблицу интегралов:





3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.




														
	x ¢ dx = 2 ¢ d ¡x2¢
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 

	xn ¢ dx = n + 1 ¢ d ¡xn+1¢
	ïðè n 6= ¡1

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 

	1
	¢ dx = d (ln jxj)
	 

	 
	 
	 
	 

	x
	 

	ex ¢ dx = d (ex)
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 

	ax ¢ dx =
	 
	¢ d (ax)
	 

	ln a
	 

	cos x ¢ dx = d (sin x)
	 

	sin x ¢ dx = ¡d (cos x)
	 

	1
	 
	 
	¢ dx = d (tg x)
	 

	 
	 
	cos2 x
	 
	 

	1
	 
	 
	¢ dx = ¡d (ctg x)
	 

	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	sin2 x
	 

	1
	 
	 
	¢ dx = d (arctg x)
	 

	 
	 
	 
	 

	 
	 
	1 + x2
	 

	 
	 
	a2 + x2 ¢ dx = a ¢ d ³arctg a´

	1
	 
	 
	1
	 
	x



p1 1¡ x2 ¢ dx = d (arcsin x)
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15.

16.

17.

18.




	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	 
	 
	 
	 

	p
	1
	 
	 
	 
	¢ dx = d ³arcsin
	 
	´
	 
	 
	 

	a
	 
	 
	 

	a2 ¡ x2
	 
	 
	 

	px21+ ® ¢ dx = d
	³ln
	¯x + px2 + ®

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	¯
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	1
	 
	1
	 
	 
	¯
	¯
	1 + x
	¯¶

	 
	 
	 
	 
	 
	¢ dx =
	 
	 
	¢ d µln
	 
	 
	 
	 
	 

	1
	¡
	x2
	2
	1
	¡
	x

	 
	 
	1
	 
	 
	 
	¯
	 
	 
	¯
	 

	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	¯
	 
	 
	a +¯x
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	¯
	 
	¯
	 
	 
	 
	¯
	¯¶

	 
	 
	 
	 
	¢ dx =
	 
	 
	¢ d µln
	 
	 
	 
	 

	a2
	¡
	x2
	2a
	a
	¡
	x

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	¯
	 
	 
	 
	¯

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	¯
	 
	 
	 
	 
	 
	¯

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	¯
	 
	 
	 
	 
	 
	¯






¯´

¯

¯






Ссылка на i й пункт таблицы дифференциалов далее будет совершаться в виде Di i . Тем, кто обе таблицы хорошо помнит, смотреть на ссылки незачем.

	Пример 6
	 
	Z
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Взять интеграл
	sin(2x) ¢ dx (такой же, как в примере 2).

	Решение. Первый способ
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Z
	sin(2x) ¢ dx = Z
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	= 2 ¢Z
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	2 ¢ sin x ¢ cos x ¢ dx =
	Di 8
	sin x ¢ d(sin x) =
	 
	y = sin x
	=

	 
	= 2 Z
	y dy =
	 
	 
	= 2 ¢
	 
	 
	y2
	+ C = y2 + C = sin2 x + C :

	 
	Int 3

	 
	2
	 

	 
	 
	 

	Решение. Второй способ
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Z
	sin(2x) ¢ dx = Z
	2 ¢ cos x ¢ sin x ¢ dx =
	 
	 
	= ¡2 ¢Z
	 
	 
	 
	 

	Di 9
	cos x ¢ d(cos x) =
	 
	y = cos x
	=

	 
	= ¡2 Z
	y dy =
	 
	= ¡2 ¢
	y2
	 
	+ C = ¡y2 + C = ¡ cos2 x + C :

	 
	Int 3

	 
	2

	 
	 
	 



Пытливый читатель озаботится вопросом: почему в Примерах 2 и 6 интеграл один и тот же, а результаты все три разные? Ответ на этот вопрос читателю предлагается сформулировать самостоятельно.

	Пример 7
	Z x ¢ p4 ¡ ln2 x ; полагая, что x > 0.

	Взять интеграл

	 
	 
	 
	dx
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	Решение
	 
	4 ln2 x = Z
	 
	 
	4 ¢
	ln2 x
	= Di 5 = Z
	 
	4 ln2 x = y = ln x =

	Z
	x
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	dx
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	dx
	 
	 
	 
	 
	 
	d(ln x)
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	¢ p
	¡
	 
	 
	¢
	p
	¡
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	¢p
	¡
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	dy
	 
	= arcsin ³
	y
	 
	 
	ln x
	¶ + C :

	 
	 
	=
	Z
	¢
	22 ¡ y2
	=
	Int 15
	2
	´ + C = arcsin µ
	2

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	p
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Определение Функция, представленная отношением двух полиномов

R(x) = bmxm + bm¡1xm¡1 + bm¡2xm¡2 + : : : + b1x + b0 ; anxn + an¡1xn¡1 + an¡2xn¡2 + : : : + a1x + a0

называется дробно рациональной функцией, или рациональной дробью. Если n > m ; то дробь называется правильной.

Åñëè n · m ; то дробь называется íåправильной.

	Пример 8
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Z
	 
	x ¡ 4 ¢ dx :
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	Взять интеграл
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Решение
	¢
	 
	 
	 
	Z
	 
	 
	¡
	 
	 
	 
	x ¡ 4
	 
	 
	¢
	 
	 
	 
	Z
	 
	 
	 
	¡
	 
	x ¡ 4¡
	 
	 
	 
	¢
	 

	Z
	 
	x ¡ 4
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	x2
	 
	dx =
	x2
	 
	 
	4x + 4x ¡16 + 16
	 
	dx =
	 
	 
	 
	(x2
	 
	4x) + (4x
	16) + 16
	 
	dx =

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	¡44)
	 
	 
	4(x
	¡44)
	 
	+ x
	16 4¶
	 
	 

	 
	=
	( ¡ 4) x
	¡
	4
	¡
	 
	 
	 
	 
	 
	¢ dx =
	 
	µ (x
	 
	+
	 
	¢ dx =

	 
	 
	Z
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Z
	 
	 
	 
	¡
	 
	 
	 
	¡
	 
	 
	 
	 
	 
	¡
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	x x
	 
	 
	+ 4(x 4) + 16
	 
	 
	 
	 
	x x
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	Z
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	¡
	 
	 
	 
	 
	 
	Z
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Z
	 
	 
	 
	Z
	 
	¡
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	=
	 
	µx + 4 +
	16
	 
	¶ ¢ dx = x dx + 4 dx + 16
	 
	 
	1
	 
	¢ dx =
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	x
	4
	 
	x
	4
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	x2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	=
	 
	 
	+ 4x + 16 Z
	 
	 
	¢ d(x¡4) =
	 
	+ 4x + 16 ¢ ln jx ¡ 4j + C :
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	2
	x ¡ 4
	2
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