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Определение

Пусть задана функция n + 2 переменных F (u; v0; v1; : : : ; vn) : Пусть требуется найти функцию y = y(x) независимой переменной x ; имеющую все производные вплоть до производной порядка n :

Тогда уравнение вида

	F (x; y; y0; y00; : : : ; y(n)) = 0
	(1)



называется обыкновенным дифференциальным уравнением n го порядка. Если функция y = y(x) ; удовлетворяющая дифференциальному уравнению (1), существует, е¼ принято называть частным решением дифференциального уравнения.

Замечание Простейшее дифференциальное уравнение 1 го порядка

y0 ¡ cos x = 0

имеет множество решений, выражаемое неопредел¼нным интегралом

Z

cos x dx = sin x + C1 :

Это множество решений содержит одну произвольную постоянную C1 : Простейшее дифференциальное уравнение 2 го порядка

y00 ¡ cos x = 0

имеет множество решений, выражаемое комбинацией неопредел¼нных интегралов

Z µZ ¶ Z

cos x dx dx = (sin x + C1) dx = ¡ cos x + C1x + C2 :
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Это множество решений содержит уже две произвольных постоянных C1 ; C2 : Простейшее дифференциальное уравнение n го порядка

	y(n) ¡ f(x) = 0
	(2)



имеет множество решений, которое содержит n произвольных постоянных C1 ; C2 ; C3 ; : : : ; Cn : Это решение для любой функции f(x) может быть построено n кратным интегрированием уравнения (2). Однако, существуют такие функции f(x) ;

для которых построенные интегралы не берутся в конечном виде.

Тем не менее, если решение дифференциального уравнения уда¼тся выразить через интегралы, пусть даже и не берущиеся в конечном виде, про уравнение принято говорить, что оно разрешимо в квадратурах.

Читателя не удивит тот факт, что решение не только простейшего дифференциального уравнения n го порядка (2), но и решение более общего дифференциального

уравнения n го порядка (1) может содержать n произвольных постоянных C1 ; C2 ;

C3 ; : : : ; Cn :

Определение

Функция n + 1 переменных Y (x; C1 ; C2 ; C3 ; : : : ; Cn) называется общим решением дифференциального уравнения (1), если для любого частного решения y(x) дифференциального уравнения (1) существует такой набор

чисел c1 ; c2 ; c3 ; : : : ; cn ; ÷òî y(x) ´ Y (x; c1 ; c2 ; c3 ; : : : ; cn) :

Определение Уравнение вида

	pn(x)y(n) + pn¡1(x)y(n¡1) + : : : + p1(x)y0 + p0(x)y = q(x) ;
	(3)



ãäå p0(x); p1(x); : : : ; pn¡1(x); pn(x); q(x) заданные функции,

называется Линейным Íåоднородным Дифференциальным Уравнением (далее, для краткости, ЛНДУ) n го порядка.
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Уравнение вида

	pn(x)y(n) + pn¡1(x)y(n¡1) + : : : + p1(x)y0 + p0(x)y = 0
	(4)



называется Линейным Однородным Дифференциальным Уравнением (далее, для краткости, ЛОДУ) n го порядка.

Теорема о решении ЛОДУ первого порядка Общее решение уравнения

y0 + p(x)y = 0





имеет вид

Доказательство




	y = y(x) = C ¢ exp µ¡Z p(x)dx¶:
	(5)








	y0 + p(x)y = 0 () y0(x) + p(x)y(x) = 0 () y0(x) = ¡p(x)y(x) ()
	 

	 
	() y0((x)) = ¡p(x) ()
	Z
	0y(x)
	 
	= ¡Z p(x)dx ()
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	y
	 
	x
	 
	 
	 
	 
	 
	y (x) dx
	 
	 
	 
	 
	 

	()
	 
	Z
	 
	 
	 
	y(x)
	= ¡Z
	( )
	 
	() ln ( ) +
	 
	ln1C = ¡Z
	( ) ()
	 

	 
	 
	 
	 
	dy(x)
	p x dx
	 
	 
	y x
	 
	 
	C
	p x dx
	 

	 
	 
	y(x)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	y(x|{z})
	 
	 

	() ln µ
	 
	 
	 
	 
	¶ = ¡Z p(x)dx
	 
	 
	exp µln µ
	 
	 
	¡
	¶¶ = exp
	µ¡Z p(x)dx¶
	 

	 
	 
	 
	 
	()
	 
	 
	()

	C
	 
	 
	 
	C
	 

	()
	 
	 
	 
	C
	= exp µ¡Z p(x)dx¶
	() y(x) = C ¢ exp µ¡Z p(x)dx¶:
	 

	 
	 
	 
	y(x)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Доказательство закончено.

Замечание Формула (5) проста и понятна, но можно показать, что она имеет один маленький

недостаток.
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Пусть P (x) первообразная функции p(x) : Тогда, согласно (5),

µ Z ¶

y(x) = C ¢ exp ¡ p(x)dx = C ¢ exp (¡(P (x) + C1)) = C ¢ exp (¡P (x))

=C ¢ exp (¡C1) ¢ exp (¡P (x)) = C0 ¢ exp (¡P (x)) :

| {z }

=C0




¢ exp (¡C1) =

(6)






Конечно, внесение в (6) новой константы C0 "спасает" формулу (5), но времен-

ное присутствие äâóõ констант на промежуточном этапе созда¼т некоторый дискомфорт, поскольку общее решение дифференциального уравнения 1 го порядка должно содержать только одну константу.

Для приглушения такого дискомфорта существует альтернативная формула ре-

	шения ЛОДУ первого порядка:
	 
	exp0 xp(s)ds1:
	 

	y = y(x) = C
	¢
	(7)

	 
	¡Z
	A
	 

	 
	 
	@ x0
	 



Нижний предел интегрирования x0 любое число (но не максимальное) из области допустимых значений функции p(x) :

Исторически сложилось так, что редко какие слушатели высказываются в стиле "а вс¼ равно x0 это вторая константа".

Теорема о решении ЛНДУ первого порядка Общее решение уравнения

y0 + p(x)y = q(x)

имеет вид

							
	¡Z
	¢
	Z
	 
	Z
	s p(t)dt1ds1: (8)

	y = y(x) = exp0 xp(s)ds1 0C +
	xq(s) exp0
	 

	@ x0
	A @
	x0
	@x0
	A A



Без доказательства (ïîêà).
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Пример 1 Найти общее решение дифференциального уравнения

	y0 + 2xy = x3:
	(9)



Решение

Применяем формулу (8), полагая в ней x0 = 0 :

	 
	 
	y = exp0
	 
	x
	2s ds1 0C +
	xs3 exp0
	Z
	s
	2t dt1ds1
	=
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	¡Z
	 
	 
	 
	 
	A
	¢
	@
	 
	Z
	 
	 
	 
	@
	 
	 
	 
	A A
	 
	 
	 
	 

	= exp ¡x2
	¢
	 
	 
	@
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	¡x2
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	¡ 1) + 1
	! =

	0C + Z s3 exp s2 ds1
	= exp
	 
	 
	¢ ÃC + exp¡x ¢ ¢ (2

	¡
	¢ @
	 
	x
	 
	 
	 
	 
	 
	¡ ¢ A
	 
	 
	 
	¡
	 
	¢
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	x2
	 
	 

	0
	¢
	¢
	µ
	 
	2
	2
	 
	¢
	 
	 
	 
	¡¡
	 
	¢
	 
	 
	2
	2
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	¡¡
	 
	 
	2
	¶
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	= exp
	 
	x2
	 
	 
	 
	 
	C +
	1
	 
	 
	 
	+
	x ¡ 1
	 
	= C
	 
	 
	exp
	 
	 
	x2
	 
	+
	x ¡ 1
	:
	 

	 
	 
	 
	 
	|
	 
	 
	 
	}
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	={z0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	C
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Помощь при взятии интеграла может оказать сайт wolframalpha.com:

Ðèñ. 1

Пример 2 Найти общее решение дифференциального уравнения

	y0 + 2xy = x2:
	(10)



Решение Несмотря на схожесть уравнения (10) с уравнением (9), результат будет другим.

Менее простым.




5













Применяем формулу (8), полагая в ней x0 = 0 :

	y = exp0
	x
	2s ds1
	0C +
	xs3 exp0
	Z
	s
	2t dt1ds1
	=

	¡Z
	 
	A
	¢
	@
	Z
	@
	 
	 
	A A
	 

	@
	0
	¡¡
	 
	0
	0
	 
	A
	 

	 
	 
	x2
	¢
	¢ @
	Z
	¡
	 
	¢
	:
	 

	= exp
	 
	 
	0C +
	xs2 exp s2
	 
	 
	ds1
	 



0

Интеграл в данном Примере, как принято говорить, не бер¼тся в конечном виде. Обращение к сайту wolframalpha.com да¼т неутешительный результат:

Ðèñ. 2

Конечно, функция erﬁ(x) может быть при любом x вычислена в математиче-

ских пакетах и на математических сайтах, но калькулятор на мобильном телефоне е¼ не знает.

Таким образом, решение данного Примера построено лишь в квадратурах.

Замечание Уравнение вида

	p2(x)y00 + p1(x)y0 + p0(x)y = 0
	(11)



(ЛОДУ второго порядка), к сожалению, в общем виде не решается в квадратурах. Не решаются в квадратурах ЛОДУ любого порядка выше, чем первого.

Определение

Ряду важных для практических целей ЛОДУ второго порядка присвоены "именные" названия.
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Уравнение Лежандра:

(1 ¡ x2)y00 ¡ 2xy0 + n(n + 1)y = 0 :

Уравнение Чебыш¼ва:

(1 ¡ x2)y00 ¡ xy0 + n2y = 0 :

Уравнение Бесселя:

x2y00 + xy0 + (x2 ¡ n2)y = 0 :

Модифицированое уравнение Бесселя:

x2y00 + xy0 ¡ (x2 ¡ n2)y = 0 :

Замечание

Параметр n; присутствующий в "именных" уравнениях, может быть любым

постоянным числом и целым, и вещественным, и даже комплексным.

Каждому из этих уравнений соответствует отдельное научное направление, со множеством выведенных формул и доказанных теорем.

Функции, являющиеся решениями тр¼х вышеназванных уравнений (соответственно, функции Лежандра, функции Чебыш¼ва, функции Бесселя), принято называть специальными функциями.

Определение Уравнение вида

	 
	any(n) + an¡1y(n¡1) + : : : + a1y0 + a0y = q(x) ;
	(12)

	ãäå a0;
	a1; : : : ; an¡1; an постоянные вещественные числа, прич¼м,

	a0 6= 0 ;
	q(x) заданная функция, называется Линейным Íåоднородным



Дифференциальным Уравнением n го порядка с постоянными коэффициентами.
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Уравнение вида

	any(n) + an¡1y(n¡1) + : : : + a1y0 + a0y = 0
	(13)



называется Линейным Однородным Дифференциальным Уравнением n го порядка с постоянными коэффициентами.

Замечание Частное решение уравнения (13) следует разыскивать в виде

	y = y(x) = exp(¸x) ;
	(14)



ãäå ¸ ò.í. характеристическое число уравнения (13). Подстановка (14) â (13) приводит к уравнению

¡an¸n + an¡1¸n¡1 + : : : + a1¸ + a0¢ ¢ exp(¸x) = 0 : (15)

Поскольку exp(¸x) =6 0 ; для любого вещественного и даже для любого комплексного x ; уравнение (15) равносильно

	an¸n + an¡1¸n¡1 + : : : + a1¸ + a0 = 0 :
	(16)



Определение Уравнение (16) называется характеристическим уравнением ËÎÄÓ (13).

Корни этого уравнения называются характеристическими числами левой части ЛОДУ (13).

Теорема об общем решении ЛОДУ с постоянными коэффициентами

1. Пусть ¸1 ; ¸2 ; : : : ; ¸n простые вещественные корни характеристи- ческого уравнения ЛОДУ с вещественными коэффициентами.
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Тогда общее решение уравнения (13) имеет вид

y = y(x) = C1 exp(¸1x) + C2 exp(¸2x) + : : : + Cn exp(¸nx) ; (17)

ãäå C1 ; C2 ; : : : ; Cn произвольные константы.

Каждому простому характеристическому числу ¸i (i = 1; 2; : : : ; n) в сумме (17) соответствует ровно îäíî слагаемое Ci exp(¸ix) :

2. Пусть среди корней характеристического уравнения с вещественными коэффициентами имеется корень ¸i кратности ki > 1 : Тогда этому êðàò-

íîìó характеристическому числу в общем решении уравнения (13) соответствует уже не одно, а цепь из ki слагаемых вида

	Cm+1 exp(¸ix) + Cm+2 x exp(¸ix) + : : : + Cm+ki xki¡1 exp(¸ix) ;
	(18)



ãäå m количество слагаемых, предшествующих цепи. Звенья цепи, кроме

	экспонент, содержат множители 1 = x0; x1;
	x2; : : : ; xki¡1:

	3. Пусть ¸i = ® + ¯ ¢ { ; ¸i+1 = ® ¡ ¯ ¢ {
	äâà простых, комплексно-



сопряж¼нных корня характеристического уравнения ЛОДУ с вещественными коэффициентами (® ; ¯ вещественные числа).

Тогда ýòèì äâóì простым характеристическим числам в общем решении уравнения (13) соответствует цепь из двух слагаемых вида

	Cm+1 exp(®x) cos (¯x) + Cm+2 exp(®x) sin (¯x) ;
	(19)



ãäå m количество слагаемых, предшествующих цепи.

4. Пусть ¸i = ® + ¯ ¢ { ; ¸i+1 = ® ¡ ¯ ¢ { äâà кратных, îáà кратности ki > 1 ; комплексно-сопряж¼нных корня характеристического уравнения ЛОДУ с вещественными коэффициентами (® ; ¯ вещественные числа).

Тогда ýòèì äâóì кратным характеристическим числам в общем решении уравнения (13) соответствует цепь уже не из двух, а из 2ki слагаемых вида
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Cm+1 exp(®x) cos (¯x) + Cm+2 exp(®x) sin (¯x) +

Cm+3 x exp(®x) cos (¯x) + Cm+4 x exp(®x) sin (¯x) + : : : +

+ Cm+2ki¡1 xki¡1 exp(®x) cos (¯x) + Cm+2ki xki¡1 exp(®x) sin (¯x) ; (20)

ãäå m количество слагаемых, предшествующих цепи.

Доказательство строится только для утверждения 3.

Для пунктов 1 и 2 доказательство может быть получено непосредственной подстановкой (17) èëè (18) â (13), независимо от того, вещественными или комплексными

являются характеристические числа.

Комплексная арифметика медленнее вещественной, для объ¼много ручного сч¼- та она крайне нежелательна, а в системах программирования она реализована не всегда. К примеру, в таких популярных языках программирования, как Visual Basic, C#, Java, комплексной арифметики нет.

Èòàê, ¸1;2 = ® § ¯ ¢ { комплексные характеристические числа, и им в общем решении соответствует комплексная сумма C1? exp (¸1x) + C2? exp (¸2x) : Знак "Зв¼здочка" (?) в верхнем индексе примен¼н для того, чтобы с помощью замены констант

избавиться от комплексной арифметики, и чтобы новые константы не содержали излишних знаков.

	Пусть
	 
	 
	C1
	¡ C2 ¢ {
	 
	 
	 
	 
	C1 + C2 ¢ {
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	C1? =
	;
	 
	 
	C2? =
	:
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Тогда, по правилам комплексной арифметики,
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	C ? exp (¸1x) + C ? exp (¸2x) =
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	=
	C1 ¡ C2 ¢ {
	¢
	exp ((® + ¯
	¢
	{)
	¢
	x) +
	C1 + C2 ¢ {
	¢
	exp ((®
	¡
	¯
	¢
	{)
	¢
	x) =

	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	=
	C1 ¡ C2 ¢ {
	¢
	exp(®x)
	¢
	(cos(¯x) + {
	¢
	sin(¯x)) +
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	2
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