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Определение Функция это правило, по которому каждому элементу одного множества

(например, множества X) ставится в соответствие один элемент другого множества (например, множества Y ).

Обозначение: f : X ! Y .

Для множества X используются названия:

область определения функции,

область задания функции (принято говорить: функция f задана на множестве X),

область допустимых значений (ОДЗ),

область отправления.

Для множества Y используются названия:

область значений функции,

область прибытия.

Понятие "множество" невозможно определить. Оно считается интуитивно понятным, и может быть, разве что, пояснено примерами.





Пример

Функция




f(x) = px каждому элементу множества X = [0; +1) ставит в






	соответствие число из множества Y = [0; +1) .
	 

	Замечание
	p4 = §2 : Арифметический

	Ни в коем случае не дозволяется вольность в стиле



корень из числа это одно неотрицательное число, а не два.

Пример

Функция f(x) = sin x каждому элементу множества X = (¡1; +1) ставит в соответствие число из множества Y = [¡1; +1] .
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Пример

Функция f каждому элементу множества студентов группы X = {"Андреев", "Борисов", "Викторов", : : : ; "Яковлев"} ставит в соответствие экзаменационную оценку из множетва Y = {"Отлично", "Хорошо", "Удовлетворительно", "Неудовлетворительно"}. Правило действия функции f таково: Ответил на все три вопроса по билету "Отлично" (5 баллов). Нет ответа на один вопрос долой один балл.

Определение

Последовательность это функция, заданная на множестве N. Обозначение: f : N ! Y .

Определение

Числовая последовательность это заданная на множестве N функция,

принимающая вещественные численные значения. Обозначение: f : N ! R.

Напоминание: N множество натуральных чисел, R множество вещественных чи-

	ñåë.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Примеры
	 
	представления последовательностей

	1)
	fa1; a2; a3; : : : ; an; : : : g .

	2)
	fangn2N .
	 

	3)
	1
	;
	2
	;
	3
	; : : : ;
	n
	; : : : .

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	2
	3
	4
	n + 1

	4)
	1 ;
	1
	 
	;
	1
	;
	1
	; : : : .
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	4
	 
	9
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	16
	 
	 



5) 1 ; 1 ; 2 ; 3 ; 5 ; 8 ; 13 ; : : : (последовательность Фибоначчи).

Фигурные скобки, которыми охвачено множество значений последовательности (Примеры 1 2) нередко опускаются (Примеры 3 5).

Последовательность может быть явно задана с помощью формулы общего члена (Пример 3), либо эта формула может быть легко угадана (Пример 4).

В последовательности из примера 5 трудно что-либо угадать. Формула общего
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члена an для не¼ существует,

	an = p5 ÃÃ
	2
	 
	!
	¡ Ã
	 
	 
	¡2
	 
	! !
	;

	1
	 
	1 + p
	5
	n
	 
	1
	p
	5
	n
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



однако, она громоздка, требует вещественнозначной (а стало быть, медленной) компьютерной арифметики, хотя все члены последовательности целые числа. Чаще для вычисления первых членов последовательности Фибоначчи применяются т.н. рекур-

рентные соотношения: a1 = 1 ; a2 = 1 ; pan = an¡1 + an¡2 ïðè n ¸ 3 . Попутно заметим, что число 1 + 5

2в технических науках называется "золо-

тым сечением".

Далее расматриваются только числовые последовательности, а для краткости слово "числовая" опускается.

	Определение
	конечного предела последовательности
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Последовательность fangn2N
	имеет предел, равный конечному числу A,

	åñëè 8" > 0 найд¼тся число N = N(") > 0
	такое, что из неравенства

	n > N(") следует справедливость неравенства
	jan ¡ Aj < " .
	 

	Обозначение:
	lim a
	n
	= A ;
	èëè a
	n ¡!
	A :
	 
	 

	 
	n
	+
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	! 1
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	 
	+
	 
	 
	 
	 
	 

	Определение
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	! 1
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Последовательность fangn2N
	имеет предел, равный +1,
	åñëè 8" > 0

	найд¼тся число N = N(") > 0
	такое, что из неравенства n > N(") следует

	справедливость неравенства
	an > ".
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Обозначение:
	lim a
	 
	= +
	1
	; èëè
	a
	 
	¡!
	+ :
	 

	 
	n
	+
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	1
	 
	 

	 
	 
	! 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	+
	1
	 
	 
	 

	Определение
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	!
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Последовательность fangn2N
	имеет предел, равный ¡1,
	åñëè 8" > 0

	найд¼тся число N = N(") > 0
	такое, что из неравенства n > N(") следует

	справедливость неравенства
	an < ¡".
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Обозначение:
	lim a
	n
	=
	¡1
	; èëè
	a
	n
	 
	¡! ¡1
	:
	 

	 
	n
	+
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	! 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	+
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	! 1
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	Определение
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Последовательность fangn2N
	имеет предел, равный 1, åñëè 8" > 0 íàé-

	д¼тся число N = N(") > 0
	такое, что из неравенства n > N(") следует

	справедливость неравенства
	janj > ".
	 
	 
	 

	Обозначение:
	lim
	a
	n
	=
	1
	; èëè a
	n
	¡! 1
	:

	 
	n
	+
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	! 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n!+1
	 



Последние четыре определения похожи друг на друга. Отличие имеется лишь в тех местах, которые выделены синим цветом. Возникает закономерный вопрос: а нельзя ли четыре определения заменить одним, универсальным?

В этих четыр¼х и во всех последующих определениях ставится требование " > 0.

Замечание Непосредственно из определений пределов следует, что

	lim
	a
	 
	= +
	1
	=
	lim
	a
	 
	=
	1
	:

	n!+1
	 
	n
	 
	 
	)
	n!+1
	 
	n
	 
	 

	lim
	a
	 
	=
	¡1
	=
	lim
	a
	 
	=
	1
	:

	n!+1
	 
	n
	 
	)
	n!+1
	 
	n
	 
	 







Обратное неверно.

Пример Доказать, что




	lim
	n2
	= 1 :

	 
	+ 1

	n!+1 n2
	 








	Доказательство
	 
	 
	 
	 
	 

	an =
	n2
	A = 1. Зададим " > 0. Строим целевое неравенство

	2
	 

	 
	n + 1,
	jan ¡ Aj < " () ¯n2n+ 1
	¡ 1¯ < " ;
	 

	 
	 
	 
	¯
	 
	2
	¯
	 

	и стараемся "решить" его относительно номера¯
	n равносильными¯
	преобразованиями.

	 
	 
	 
	¯
	 
	 
	¯
	 



Как это делалось в средней школе, преобразования ведутся цепью, без объяснений:

	 
	n2
	¡ 1¯
	 
	 
	 
	 
	 
	n2
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	< " ()
	1
	 
	< n2 + 1 ()

	¯n2
	+ 1
	< " () 1 ¡ n2 + 1 < " ()
	n2 + 1
	"
	 

	¯
	 
	 
	¯
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	¯
	 
	 
	¯
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	¯
	 
	 
	¯
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	1
	 
	2
	2
	 
	1
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	¡ 1 < n
	 
	() n
	>
	 
	 
	¡ 1
	() n > r
	 
	¡ 1 :
	(1)

	 
	 
	 
	 
	"
	 
	 
	"
	"
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	1. Пусть " · 1. Подкоренное выражение в (1) неотрицательно, корень квадратный

	согласно цепи равносильных
	 
	q
	 
	 
	 
	 

	 
	1" ¡ 1, и тогда из неравенства n > N(") вытекает,

	существует. Можно взять N(") =
	 

	 
	неравенств , целевое неравенство
	jan ¡ Aj < "
	.

	 
	 
	(1)
	 



2. Пусть " > 1. Подкоренное выражение в (1) отрицательно. Однако, согласно (1),

	 
	 
	 
	 
	¯n2 + 1 ¡ 1¯ < "
	 
	() n2 + 1 < " :
	(2)

	 
	 
	 
	 
	¯
	 
	n2
	 
	 
	¯
	 
	1
	 
	 
	 

	Знаменатель последней дроби¯
	â (2) строго¯
	больше числителя при n
	, следователь-

	íî,
	 
	 
	 
	¯
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	¯
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2 N

	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	< 1 ; 1 < " ; =)
	 
	< " ;
	 

	 
	 
	 
	n2 + 1
	n2 + 1
	 

	что означает jan ¡ Aj < ",
	8n 2 N.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Пример
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Доказать, что
	lim
	n
	 
	 
	 
	n
	= 1
	:
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	n
	+
	1
	 
	¢ (¡1)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	!
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Доказательство

an = n ¢ (¡1)n. Строим целевое неравенство

janj > " () jn ¢ (¡1)nj > " ;

и стараемся "решить" его относительно номера n равносильными преобразованиями. Цепь преобразований:

	jn ¢ (¡1)nj > " () jnj ¢ j(¡1)nj > " () n > " :
	(3)



Можно взять N(") = ", и тогда из неравенства n > N(") вытекает, согласно цепи равносильных неравенств (3), целевое неравенство janj > ".

Замечание

Если последовательность fangn2N имеет предел, равный конечному числу A , принято говорить, что последовательность сходится. Если предел равен +1 ; èëè ¡1 , èëè 1 , или не существует вообще, принято говорить, что последовательность расходится.
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Пример

Доказать, что lim (¡1)n íå существует.

n!+1

Доказательство предоставляется слушателям, претендующим на оценку "Отлично".

Определение Пусть " > 0.

Открытый промежуток (A ¡ "; A + ") называется " окрестностью конеч- ного числа A (точки A на числовой прямой).

Обозначение: (A ¡ "; A + ") = U"(A) :

Промежуток (+"; +1) называется " окрестностью точки +1 : Обозначение: (+"; +1) = U"(+1) :

Промежуток (¡1; ¡") называется " окрестностью точки ¡1 : Обозначение: (¡1; ¡") = U"(¡1) :

Множество (¡1; ¡") [ (+"; +1) называется " окрестностью точки 1 : Обозначение: (¡1; ¡") [ (+"; +1) = U"(1) :

Последние три определения нужны для того, чтобы построить "Универсальное" определение предела последовательности. Вот оно:

Определение произвольного предела последовательности

Последовательность fangn2N имеет предел, равный B ; åñëè 8" > 0 найд¼тся число N = N(") > 0 такое, что 8n : n > N(") =) an 2 U"(B) :

Обозначение: lim an = B :

n!+1

Данное определение предела последовательности равносильно четыр¼м предыдущим определениям предела последовательности соответственно при B конечном,

B = +1 , B = ¡1 , B = 1 .

Данное определение компактно записывается, но прямое доказательство конкретного предела вс¼-таки требует рассмотрения неравенств, записанных в предыду-
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	щих определениях предела.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Теорема
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	Åñëè
	lim
	 
	a
	 
	=
	1
	; òî
	lim
	 
	= 0 :
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n!+1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n!+1 an
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	Åñëè
	lim
	 
	a
	 
	=
	§1
	;
	òî
	 
	lim
	 
	 
	 
	 
	 
	= 0 :
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n!+1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n!+1 an
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	Åñëè
	lim
	 
	a
	 
	= 0 ;
	 
	òî
	lim
	1
	=
	1
	:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n!+1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n!+1 an
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Доказательство предоставляется слушателям.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Теорема
	об арифметических действиях над пределами последовательностей

	 

	 
	 
	Если существуют и конечны пределы
	 
	lim
	 
	an = A
	è lim bn = B ; òî:

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n!+1
	 
	 
	 
	n!+1

	 
	 
	1.
	lim (an + bn) =
	 
	 
	lim
	an
	+
	 
	lim
	bn = A + B :
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	n!+1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n!+1
	 
	 
	 
	 
	 
	n!+1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	2.
	lim (a
	n ¡
	b
	) =
	 
	lim
	a
	 
	 
	 
	lim
	b
	 
	= A
	¡
	B :
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	n!+1
	 
	 
	n
	 
	 
	n!+1
	 
	n
	¡ n!+1
	 
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	3.
	lim (a
	n ¢
	b
	) =
	 
	lim a
	 
	 
	 
	lim
	 
	b
	 
	= A
	¢
	B :
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	n!+1
	 
	n
	 
	n!+1
	 
	n ¢n!+1
	 
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	an
	 
	 
	 
	 
	lim
	 
	an
	 
	 
	A
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	4.
	lim
	=
	n!+1
	 
	 
	=
	 
	:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	bn
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	n!+1 bn
	 
	 
	 
	lim
	 
	 
	 
	B
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n!+1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Доказательство
	приводится только для Пункта 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	lim
	a
	 
	= A ; а это значит, что
	8
	"
	1
	> 0
	 
	существует
	N
	("
	) > 0 такое, что

	n!+1
	 
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	1
	 

	из неравенства
	n > N1("1) следует jan ¡ Aj
	 
	< "1 ; а это неравенство с модулем

	равносильно двойному неравенству ¡"1 < an ¡ A < "1 :
	 
	 
	 
	 
	 

	lim
	b
	 
	 
	= B ; а это значит, что
	8
	"
	2
	> 0
	 
	существует
	N
	("
	) > 0 такое, что

	n!+1
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	2
	 

	из неравенства
	n > N2("2) следует jbn ¡ Bj
	 
	< "2 ; а это неравенство с модулем



равносильно двойному неравенству ¡"2 < bn ¡ B < "2 :

Возьм¼м произвольное " > 0.

Пусть "1 = "2 = "=2 ; и пусть N(") = max(N1("=2); N2("=2)) :

Тогда при n > N(") выполняются неравенства
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при любых знаках либо при отсутствии знаков при "бесконечно-

[0 ¢ 1] ,



¡"=2 < an ¡ A < "=2 ; ¡"=2 < bn ¡ B < "=2 ;

а следовательно, из сложения этих двух неравенств вытекает верность неравенства

¡" < (an + bn) ¡ (A + B) < " () j(an + bn) ¡ (A + B)j < " ;

	à ýòî и означает, что lim (an + bn) = A + B =
	lim an +
	lim bn :

	n!+1
	n!+1
	n!+1



Следствие из Пункта 3 Постоянный множитель можно выносить за знак предела:

	lim (B
	¢
	a
	) = B
	lim
	a
	 
	:

	n!+1
	n
	 
	¢n!+1
	 
	n
	 



Замечание Результаты теоремы об арифметических действиях можно распространить и

на некоторые случаи, когда один или оба из пределов бесконечны. Однако, теорема теряет силу при следующих "арифметических результатах": [1 + 1] , [1 ¡ 1] ,

[+1 + (¡1)] , [¡1 + (+1)] , [+1 ¡ (+1)] , [¡1 ¡ (¡1)] , [0 ¢ (+1)] , [0 ¢ (¡1)] ,

£0¤, £1¤ ;

0 1

стях" в последней дроби.

Каждое из показанных здесь некорректных сочетаний нулей и бесконечностей принято заключать в квадратные скобки и называть словом "неопредел¼нность". Предел в ситуации, порождающей "неопредел¼нность", может быть и конечным числом,

èбесконечным, а может и не существовать вовсе.

Âцелях краткости принято указывать только такие неопредел¼нности:

·0¸ ; h11i ; [0 ¢ 1] :

Определение

Последовательность fangn2N ограничена сверху, если 9 M 2 R такое, что

an < M ; 8n 2 N.
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Последовательность fangn2N ограничена снизу, если 9 M 2 R такое, что

an > M ; 8n 2 N.

Определение

Последовательность fangn2N ограничена, если она ограничена сверху и

снизу.

Определение (альтернативное)

Последовательность fangn2N ограничена, если 9 M 2 R; M > 0 ; такое,

÷òî janj < M ; 8n 2 N.

Определение

Последовательность fangn2N называется монотонно возрастающей, если

an+1 ¸ an ; 8n 2 N.

Последовательность fangn2N называется монотонно убывающей, если

an+1 · an ; 8n 2 N.

Последовательность fangn2N называется монотонной, если она монотонно возрастающая, или монотонно убывающая.

Теорема о предельном переходе в неравенствах

1. Пусть последовательность fangn2N имеет конечный предел

lim an = A ; и существуют постоянные числа A0 , N0 такие, что an<A0 ;

n!+1

8n > N0 .

Тогда A · A0 .

2. Пусть последовательность fangn2N имеет конечный предел

lim an = A ; и существуют постоянные числа A0 , N0 такие, что an>A0 ;

n!+1

8n > N0 .

Тогда A ¸ A0.

Доказательство для Пункта 1. Применяется метод от противного.
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монотонна и ограничена, то она имеет

монотонно убывает и ограничена



Предположим, что

	A > A0 :
	(4)



Пусть "0 = (A ¡ A0)=2. Èç (4) следует, что "0 > 0 .

По определению предела, существует N = N("0) > 0 такое, что 8 n > N("0)

jan ¡ Aj < "0 () ¡"0 < an ¡ A < "0 () A ¡ "0 < an < A + "0 : (5)

Воспользуемся левой половиной последнего двойного неравенства в (5), справедивого

	8 n > N("0) :
	¡
	A ¡ A0
	 
	 
	n ()
	 
	A + A0
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	A
	< a
	 
	< a
	n
	:
	(6)

	 
	 
	 
	2
	2

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	По условию теоремы, существует N0 > 0 такое, что 8 n > N0
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	an < A0 :
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(7)

	Следовательно, 8 n > max(N("0); N0) выполняются неравенства (6) è (7) вместе:
	 

	A + A0
	< an < A0 =)
	 
	A + A0
	< A0 =) A + A0 < 2A0 =) A < A0 :
	(8)

	 
	2
	 
	 
	2
	 

	 
	Неравенства (8) è (4) противоречат друг другу. Следовательно, сделанное в (4)

	предположение A > A0 неверно. Оста¼тся принять, что A · A0 .
	 

	Пункт 1 Теоремы доказан.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Доказательство для Пункта 2 предоставляется слушателям
	 
	 

	Теорема
	Вейерштрасса
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	Если последовательность fangn2N
	монотонно
	возрастает и ограничена

	 
	 
	 
	сверху, то она имеет конечный предел.
	 
	 
	 
	 
	 



Если последовательность fangn2N снизу, то она имеет конечный предел. Если последовательность fangn2N конечный предел.

Теорема формулируется без доказательства.
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