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Система обозначений

В математике применяется ряд специальных знаков, позволяющих делать изложение материала более кратким. Ниже показаны некоторые из них.

8 для любого, для любой, для любых. 9 существует, 6 9 íå существует, ! единственный, единственная.

: отрицание.

); =) следовательно. ,; () равносильно. 2 принадлежит.

½ содержится.

N множество всех натуральных чисел. Z множество всех целых чисел.

Q множество всех рациональных чисел.

R множество всех вещественных чисел.

C множество всех комплексных чисел.
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Замечание о ресурсах сети InterNet

Значительную помощь в изучении математики может оказать специализированный математический сайт wolframalpha.com. Пример обращения к сайту:

Ðèñ. 1

Общение с сайтом вед¼тся на языке специальных команд, которые размещаются внутри оранжевой рамки. После подготовки команды нужно, для е¼ исполнения, нажать клавишу Enter на клавиатуре или щ¼лкнуть по кнопке = на экране.

Язык команд wolframalpha мы будем постепенно изучать на примерах.
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Определение

Множество E называется линейным пространством, если определены опе-

рации сложения двух его элементов и умножения его элемента на число, и эти операции подчиняются следующим двум требованиям.

	1.
	Åñëè x 2 E è y 2 E,
	òî
	x + y 2 E.

	2.
	Åñëè x 2 E, ¸ 2 R,
	òî
	¸ ¢ x 2 E.



Нулевым элементом 0 линейного пространства E называется элемент, об-

ладающий свойствами:

1. x + 0 = x ; 8x 2 E. 2. 0 ¢ x = 0 ; 8x 2 E.

Замечание В записи операции умножения элемента на число, также, как в записи операции

перемножения чисел, знак умножения ¢ нередко опускается.

Замечание

Нет смысла для нулевого элемента линейного пространства вводить новое, особенное обозначение. Отличие такого нулевого элемента от числового нуля будет далее выражаться, разве что, цветом. По контексту всегда можно определить, ид¼т ли речь об обычном нуле, или о нулевом элементе, так что и выделение цветом будт проводиться только на первых порах.

Определение

Пусть x1 ; x2 ; x3 ; : : : ; xk элементы линейного пространства E, и пусть ¸1 ; ¸2 ; ¸3 ; : : : ; ¸k числа. Величину

¸1x1 + ¸2x2 + ¸3x3 + : : : + ¸kxk

принято называть линейной комбинацией элементов x1 ; x2 ; x3 ; : : : ; xk . Линейная комбинация называется тривиальной, если все е¼ числовые ко-
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эффициенты равны нулю: ¸1 = ¸2 = ¸3 = : : : = ¸k = 0.

Линейная комбинация называется íåтривиальной, åñëè 9 i (1 · i · k) такое, что ¸i 6= 0.

Определение

Пусть x1 ; x2 ; x3 ; : : : ; xk элементы линейного пространства E. Если из равенства

¸1x1 + ¸2x2 + ¸3x3 + : : : + ¸kxk = 0

неминуемо следует, что ¸1 = ¸2 = ¸3 = : : : = ¸k = 0, то элементы x1 ; x2 ; x3 ; : : : ; xk принято называть линейно независимыми.

Если равенство

¸1x1 + ¸2x2 + ¸3x3 + : : : + ¸kxk = 0

возможно при íå âñåõ ¸i = 0 (i = 1; 2; 3; : : : ; k) то элементы x1 ; x2 ;

x3 ; : : : ; xk принято называть линейно зависимыми.

Определение

Пусть e1 ; e2 ; e3 ; : : : ; en элементы линейного пространства E ; и пусть

они подчиняются требованиям:

1. e1 ; e2 ; e3 ; : : : ; en линейно независимы.

2. 8x 2 E существует набор чисел ¸1 ; ¸2 ; ¸3 ; : : : ; ¸n такой, что

x = ¸1e1 + ¸2e2 + ¸3e3+ ; : : : ; +¸nen :

Тогда набор элементов e1 ; e2 ; e3 ; : : : ; en åñòü базис пространства E ; а число n åñòü размерность пространства.
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Определение

	Матрица это прямоугольная таблица чисел. Важны как числа, заполня-

	ющие матрицу, так и е¼ размеры: число строк и число столбцов.

	Например, матрица
	C = µ
	¡3
	7
	¶ имеет две строки и два столбца,

	матрица B = 0
	 
	 
	 
	4
	 
	5
	 

	3
	2
	1
	4
	1
	имеет три строки и четыре столбца.

	B
	1
	5
	7
	¡2
	 
	 

	2
	6
	4
	 
	9 C
	 

	@
	 
	 
	¡
	¡
	 
	A
	 



Для обозначения матриц обычно применяются заглавные буквы латинского алфавита. Иногда это одиночные буквы, иногда они снабжены нижним индексом, который выражает размеры матрицы. Например, две показанные выше матрицы могут

быть обозначены, соответственно, как C2£2 è B3£4 : Знак умножения "£" обязателен. Для обозначения матриц нежелательно применять буквы E , I , J , поскольку

этими буквами обозначаются специальные матрицы.

Набор чисел, заполняющих матрицу, слева и справа охватывается высокими круглыми скобками. Если матрица состоит из единственного элемента, надобность в скобках отпадает. Числа отделены друг о друга пробелами, разделительных символов (запятых и т.п.) между ними нет.

	Применяется разв¼рнутое представление для матрицы общего вида,

	0 a21
	a22
	: : : a2n
	1
	 

	a11
	a12
	: : : a1n
	C
	;

	A = Am£n = B .
	.
	... .

	B
	 
	 
	C
	 

	B
	 
	 
	C
	 

	@
	 
	 
	A
	 

	Bam1 am2 : : : amn C
	 



содержащей m строк и n столбцов, где m è n натуральные числа. Применяются и сокращ¼нные представления для матрицы общего вида,

A = faijg ; A = faijgi=1;2; ::: ; m ; j=1;2; ::: ; n

последнее из них более предпочтительно.
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Обычно элементы матрицы выражаются малой латинской буквой с тем же именем, что и большая буква для всей матрицы.

Первый и второй индексы элемента матрицы выражают соответственно номер строки и номер столбца, занимаемого элементом в таблице. Например, для показанной

выше матрицы B элемент третьей строки четв¼ртого столбца есть b34 = ¡9 : Индексы

читаются как "при, четыре", но ни в коем случае не как "тридцать четыре". Вообще-то между индексами (если их два) может ставиться запятая (b3;4), но, во имя краткости,

ставится она только если е¼ отсутствие внесло бы полную неразбериху (например,

bi¡1; j+2).

Определение

Две матрицы равны тогда и только тогда, когда равны их размеры и попарно равны элементы, занимающие одинаковые места в матрицах.

Определение

Суммой двух матриц, имеющих одинаковые размеры, называется матрица того же размера, каждый элемент которой есть сумма элементов слагаемых матриц, занимающих одинаковые места.





Более формально:

	åñëè
	a
	i=1;2; ::: ; m ; B =
	b
	i=1;2; ::: ; m ;
	 
	 

	 
	f
	ijgj=1;2; ::: ; n
	 
	 
	f
	ijgj=1;2; ::: ; n
	 
	 

	òî
	A + B =
	a
	 
	+ b
	i=1;2; ::: ; m :
	 
	 

	 
	 
	 
	f
	ij
	 
	ijgj=1;2; ::: ; n
	 
	 

	В разв¼рнутом виде:
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	åñëè
	 
	 
	0 a21
	a22
	: : : a2n 1
	0 b21
	b22

	 
	 
	 

	 
	 
	 
	a11
	a12
	: : : a1n
	b11
	b12

	A = Am£n = B .
	 
	.
	...
	. C; B = Bm£n = B . .

	 
	 
	 
	B
	 
	 
	 
	 
	 
	C
	B
	 

	 
	 
	 
	B
	 
	 
	am2
	 
	 
	C
	B
	 

	 
	 
	 
	Bam1
	: : : amn C
	Bbm1 bm2

	 
	 
	 
	@
	 
	 
	 
	 
	 
	A
	@
	 






: : : b1n 1

C

: : : b2n C

... . CC;

A

: : : bmn
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	òî
	 
	 
	 
	 
	 
	0 a21
	+ b21
	a22
	+ b22
	: : :
	a2n + b2n
	1
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	a11
	+ b11
	a12
	+ b12
	: : :
	a1n + b1n
	C
	:

	A + B = (A + B)m£n = B .
	 
	 
	.
	...
	.

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	B
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	C
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	B
	 
	 
	 
	+ bm2
	 
	 
	C
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Bam1 + bm1 am2
	: : : amn + bmn C
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	@
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	A
	 

	Пример Пусть A =
	µ
	4
	5
	¶
	; B =
	µ¡¡2
	3
	¶;
	тогда
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	2
	3
	 
	 
	1
	4
	 
	 
	2 8 ¶
	 
	 
	 
	 

	 
	A + B =
	µ4 + (¡2) 5 + 3 ¶ = µ
	:
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	2 + ( 1) 3 + 4
	 
	1 7
	 
	 
	 
	 



¡

Определение

Произведением матрицы на число называется матрица того же размера, каждый элемент которой есть произведение элемента умножаемой матрицы на число.

Более формально:





	åñëè
	A =
	 
	a
	 
	 
	i=1;2; ::: ; m ;
	 
	 

	 
	 
	 
	f
	 
	ijgj=1;2; ::: ; n
	 
	 

	òî ¸
	¢
	A =
	f
	¸
	¢
	a
	i=1;2; ::: ; m :
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	ijgj=1;2; ::: ; n
	 
	 

	В разв¼рнутом виде:
	0 a21
	a22

	åñëè
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	a11
	a12

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	A = Am£n = B . .

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	B
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	B
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	@
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Bam1
	am2






: : : a1n 1

C

: : : a2n C C

... . C

A

: : : amn







	òî
	0
	¸
	¢ a21
	¸
	¢ a22

	 

	 
	B
	¸
	 
	a11
	¸
	 
	a12

	 
	 
	¢.
	 
	¢.

	 
	B
	 
	 

	 
	¸ ¢ A = ¸ ¢ Am£n = B
	 
	 

	 
	@
	 
	¢
	am1
	¸
	¢
	am2

	 
	B¸
	 
	 






	: : :
	¸
	¢ a2n
	1

	: : :
	¸
	a1n
	 



	...
	¢.
	C
	:

	 
	 
	C
	 

	 
	 
	C
	 

	 
	 
	C
	 

	 
	 
	A
	 



: : : ¸ ¢ amn
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(дистрибутивность).

(ассоциативность). (дистрибутивность).

(коммутативность).



Теорема о свойствах линейных операций над матрицами





1.

2.

3.

4.




A + B = B + A

A + (B + C) = (A + B) + C ¸ ¢ (A + B) = ¸ ¢ A + ¸ ¢ B (¸ + ¹) ¢ A = ¸ ¢ A + ¹ ¢ A






Без доказательства.

Замечание

Результатом операций сложения двух матриц размера m £ n и умножения матрицы размера m £ n на число является матрица того же размера m £ n . Следовательно, множество матриц размера m £ n является линейным пространством.

Замечание

С помощью операций сложения матриц и умножения матрицы на число можно определить такую конструкцию, как линейная комбинация матриц:

¸1 ¢ A1 + ¸2 ¢ A2 + ¸3 ¢ A3 + : : : + ¸` ¢ A` ;

ãäå A1; A2; A3; : : : ; A` матрицы одного размера, ¸1; ¸2; ¸3; : : : ; ¸` веществен-

ные числа.

В частности, если ` = 2, то комбинация 1 ¢ A1 + (¡1) ¢ A2 = A1 ¡ A2 позволяет

определить разность двух матриц. Разумеется, можно дать отдельное определение разности двух матриц, похожее на определение их суммы.

	Замечание
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2 £ 2 может служить набор

	Базисом линейного пространства матриц размера

	элементов
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	e1 = µ
	1
	0
	¶;
	e2 = µ
	0
	1
	¶;
	e3 = µ
	0
	0
	¶;
	e4 = µ
	0
	0
	¶:

	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	1



Действительно, любая матрица размера 2 £ 2 может быть представлена в виде
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	A =
	µa21
	a22 ¶
	= a11e1 + a12e2 + a21e3 + a22e4 :

	 
	a11
	a12
	 



Линейную независимость элементов e1 ; e2 ; e3 ; e4 предлагается доказать слу- шателям.

Определение

	Произведением матрицы
	A
	`£m
	=
	f
	a
	i=1;2; ::: ; `
	 

	на матрицу B
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	ijg j=1;2; ::: ; m
	 

	m£n
	=
	f
	b
	 
	j=1;2; ::: ; m
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	jkgk=1;2; ::: ; n
	 
	 
	 

	называется матрица
	C
	`£n
	=
	f
	c
	 
	 
	i=1;2; ::: ; ` ;
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	ikg k=1;2; ::: ; n
	m

	i = 1; 2; : : : ; ` ; k = 1; 2; : : : ; n :
	 
	 
	 
	 
	Xj

	элементы которой вычисляются по формуле cik =
	aij ¢ bjk ;

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	=1



Для того, чтобы произведение двух матриц существовало, необходимо, чтобы число столбцов первой матрицы было равно числу строк второй.

	Пример
	 
	 
	 
	A =
	 
	3 2 7
	 
	 
	;
	 
	B = 05
	2 1 ;
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	µ
	4
	2
	6
	¶
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	7
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	B6
	3 C
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	7
	1 =
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	@
	 
	A
	 
	 
	 
	 
	 

	A B =
	3 2 7
	05 2
	 
	 
	3¢1 + 2¢5 + 7¢6 3¢7 + 3¢2 + 7¢3
	=
	55 46 ;

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	@
	 
	A
	µ4¢1 + 2¢5 + 6¢6 4¢7 + 2¢2 + 6¢3 ¶ µ50 50 ¶

	 
	¢
	 
	 
	µ4 2 6 ¶¢B6 3 C

	B A = 0
	1 7
	 
	 
	 
	= 0
	1 3 + 7 4 1 2 + 7 2 1 7 + 7 6
	1 =
	0
	31 16 49

	5 2 1
	3 2 7
	¶
	5
	¢
	3 + 2
	¢
	4 5
	¢
	2 + 2
	¢
	2 5
	¢
	7 + 2
	¢
	6
	23 14 47 1:

	¢
	 
	 
	 
	¢µ
	4 2 6
	 
	@
	 
	¢
	 
	 
	¢
	 
	¢
	 
	¢
	 
	¢
	 
	¢
	 
	A @
	A

	 
	 
	@ A
	 
	 
	 
	 
	6
	¢
	3 + 3
	¢
	4 6
	¢
	2 + 3
	¢
	2 6
	¢
	7 + 3
	¢
	 

	 
	 
	B
	6 3 C
	 
	 
	 
	 
	B
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	6 C B
	30 18 60 C

	 
	 
	Пример подтверждает, что
	 
	 
	A ¢ B 6= B ¢ A.
	 
	Это означает, что произведение

	матриц, вообще говоря, некоммутативно.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	В данном случае, по крайней мере, существует и произведение A¢B ; и произве-

	дение B¢A : Для матриц C2£3
	è D3£3
	произведение C ¢D существует, а произведение
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D ¢ C íåò.

Разумеется, встречаются такие матрицы A è B ; ÷òî A ¢ B = B ¢ A ; но это редкое исключение, а не постоянное правило.

Теорема о свойствах произведения матриц

1. A ¢ (B ¢ C) = (A ¢ B) ¢ C (ассоциативность)

2. (A + B) ¢ C = A ¢ C + B ¢ C (дистрибутивность)

3. A ¢ (B + C) = A ¢ B + A ¢ C (дистрибутивность) Без доказательства.

Определение Нулевая матрица это матрица, все элементы которой нули.

Обозначение для нулевой матрицы: 0.

Квадратная матрица это матрица, число строк которой равно числу столбцов.

Порядок квадратной матрицы это число е¼ строк или столбцов. Главная диагональ квадратной матрицы An£n это множество тех е¼ эле-

ментов, два индекса которых равны друг другу: a11 ; a22 ; a33 ; : : : ; ann :

Если применяется слово "диагональ" (без уточнения: "главная" или "побочная"), имеется в виду главная диагональ.

Побочная диагональ квадратной матрицы An£n это множество тех е¼ элементов, суммы двух индексов которых равны n+1 : a1n ; a2;n¡1 ; a3;n¡2 ;

: : : ; an1 :

Верхняя треугольная матрица это квадратная матрица, все элементы которой, расположенные ниже главной диагонали, равны нулю.

Диагональная матрица это квадратная матрица, все элементы которой, расположенные âíå главной диагонали, равны нулю.
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      Ограничение

    

      
    

      Для продолжения скачивания необходимо пройти капчу:

      
      
        

        

        
          
        

      


    


  


  

  
  
  
    
    
    
    
    
  

  
  
  


     

  

  
  
  

  


  

  
  
    
  

