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Лекция №4

Линейные неоднородные дифференциальные уравнения второго порядка

Общий вид линейного неоднородного дифференциального уравнения

	второго порядка (ЛНДУ-2)
	 

	y′′+a1(x)y′+a2 (x)y = f (x),
	(6)

	где функции a1(x), a2 (x), f (x) непрерывны на некотором отрезке [a; b] .

	Ему соответствует однородное уравнение
	 

	y′′+a1(x)y′+a2 (x)y =0.
	(7)

	Пусть известно общее решение уравнения (7):
	 

	yoo = C1y1 +C2 y2 .
	(8)

	Теорема (о структуре общего решения ЛНДУ-2). Общее решение
	линейного



неоднородного дифференциального уравнения второго порядка является суммой частного решения yчн уравнения (6) и общего решения yoo соответствующего однородного (7).

Вначале покажем, что y = yoo + yчн является решением уравнения (6), для чего

подставим его в уравнение (6) и перегруппируем слагаемые

yoo′′ + a1yoo′ + a2 yoo + yчн′′ + a1yчн′ + a2 yчн = f (x).

Сумма первых трёх слагаемых левой части равенства равна нулю, так как yoo

− общее решение однородного уравнения, а сумма остальных трёх слагаемых левой

	части равна
	f (x) , так как yчн − является частным решением уравнения (6).
	 

	Таким образом,
	y = yoo + yчн
	является решением уравнения (6).
	 

	Теперь
	покажем,
	что
	для
	любых
	начальных
	условий
	вида

	y(x ) = y ;
	y′(x ) = y′
	можно найти значения С и С
	, при которых решение

	0
	0
	0
	0
	 
	 
	 
	1
	2
	 
	 
	 



удовлетворяло бы им. Подставим решение

y= C1y1 +C2 y2 + yчн

вэти условия, тогда получим систему

	 
	 
	 
	 
	 
	C1 y10 +C2 y20 = y0 − yчн0
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	′
	 
	 
	 
	′
	′
	′
	(9)

	 
	 
	 
	 
	 
	C1 y10
	+C2 y20 = y0
	− yчн0
	 

	 
	 
	Система (9) является линейной системой для определения С1 и С2 с

	определителем
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	y10
	y20
	 
	= W0
	¹ 0 ,
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	y¢
	y¢
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	10
	 
	20
	 
	 
	 
	 
	 

	так
	как y1 и y2 − ЛНЗ решения уравнения (7). Из решения системы (9) определяем

	С
	1
	и С . Таким образом,
	y
	= y
	+ y
	 
	является общим решением уравнения (6).

	 
	2
	 
	 
	oo
	чн
	 
	 
	 
	 
	 
	 









Метод вариации произвольных постоянных (метод Лагранжа)

Если коэффициенты ЛНДУ-2 a1(x), a2 (x) − функции от х, то не существует общих методов интегрирования уравнений (6) и (7). Рассмотрим случай, когда известно общее решение соответствующего однородного уравнения.

Пусть нам известно общее решение

yoo = C1y1 +C2 y2

	уравнения
	 
	y′′+ a1(x)y′+ a2 (x)y = 0.
	 

	 
	 
	(7)

	Тогда решение уравнения
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	y′′+ a1(x)y′+ a2 (x)y = f (x),
	(6)

	будем искать в виде
	у = C1 (x) y1 + C2 (x) y2 .
	 

	 
	 
	 

	Продифференцируем это равенство:
	 
	 
	 

	 
	y′ = C1′y1 + C2′y2 + C1 y1′ + C2 y2′ .
	 

	В силу произвольности выбора функций С1 и С2 положим
	 

	 
	 
	 
	C1′y1 + C2′y2 = 0 .
	(10)

	Тогда
	y′′ = C1′y1′ + C2′ y2′ + C1 y1′′+ C2 y2′′.
	 

	′
	 

	′′
	в уравнение (6) и перегруппируя слагаемые, получаем

	Подставляя y , y ,
	y

	C1 ( y1′′+ a1 y1′ + a2 y1 ) + C2 ( y2′′+ a1 y2′
	+ a2 y2 ) + C1′y1′ + C2′y2′
	= f (x). (11)

	Выражения в скобках в формуле (11) равны нулю, так как у1 и у2 решения

	уравнения (6). Объединяя полученные соотношения (10) и (11),
	приходим к

	системе
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	C1′y1 + C 2′ y 2 = 0 ;
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(12)

	 
	 
	C1′y1′ + C 2′ y 2′ = f ( x ) ,
	 

	из которой единственным
	образом
	находим
	C ′
	C ′
	 

	1 и
	2 , так как её определитель

	является определителем Вронского
	W(y1 , y2 ) ¹ 0 . И тогда
	 

	C1 = ∫C1′(x )dx + C1 ; C 2 = ∫C 2′
	(x )dx + C 2 .
	 

	 
	 
	 
	%
	 
	%
	 



Пример 1. Методом вариации произвольных постоянных найти общее решение дифференциального уравнения y′′− 4 y′+ 4 y = 6e2 x .

Найдём общее решение соответствующего однородного уравнения y′′− 4 y′+ 4 y = 0.

Составим характеристическое уравнение

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	k 2 − 4k + 4 = 0 k = k = 2.
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1,2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Таким образом,
	 
	y1 = C1e2 x ;
	y2
	= C2 xe2 x .
	= e2 x (C1 + C2 x).
	 
	 
	 
	 

	Тогда воспользуемся формулой (4):
	yoo
	 
	 
	 
	 

	Составим систему (12)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	′
	2 x
	 
	′
	 
	2x
	= 0;
	 
	 
	 
	 
	′
	 
	 
	′
	;
	 
	 
	′
	′
	;

	C1e
	 
	 
	+C2 xe
	 
	 
	 
	 
	 
	C1 = −xC2
	 
	C1
	= −xC2

	 
	 
	 
	2x
	 
	 
	 
	2x
	 
	2x
	 
	2 x
	 
	 
	′
	′
	 
	 
	 
	′
	 
	 

	 
	′
	′
	 
	 
	 
	 
	 
	2C +C (1+ 2x) = 6
	 
	C = 6.
	 

	 
	 
	 
	(e
	 
	 
	+2xe ) = 6e
	 
	 
	 
	 

	2C e
	 
	 
	+C
	 
	 
	 
	1
	2
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 

	 
	1
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 












	Интегрируя последнее
	уравнение
	системы, находим
	С2 ( x) =
	%
	, а из

	6x + C2

	первого уравнения определяем C1 (x) = −3x
	2
	%
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	+ C1 .
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Окончательно получим общее решение
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	y = (−3x
	2
	%
	%
	 
	2 x
	= (C1 + C2 x)e
	2 x
	2
	e
	2 x
	.
	 

	 
	+ C1
	+ (6x + C2 ) x)e
	 
	 
	+ 3x
	 
	 



Линейные неоднородные дифференциальные уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами со специальной правой частью

Общий вид линейного неоднородного дифференциального уравнения

	y′′+ a1 y′+ a2 y = f (х) ,
	(1)

	где a1 , a2 − const .
	y = yoo + yчн .

	Как известно, общее решение уравнения (1) имеет вид



Рассмотрим, как можно определить частное решение yчн в зависимости от вида правой части (1) в некоторых особых случаях:

	1.
	f ( x) = Pn ( x)eα x , где Рп (х) − многочлен п-ой
	степени.
	 

	 
	 
	 
	 
	 

	Правило. Частное
	решение следует
	искать в виде
	yчн = xkQn (x)eαx
	, где

	Qn ( x)
	− многочлен
	п-ой степени с
	неопределёнными коэффициентами, а



k =0, 1, 2 − кратность корня α характеристического уравнения.

Пример 2. Найти общее решение уравнения y′′−4y′+4y = 6e2x .

На предыдущей лекции было найдено общее решение соответствующего

однородного уравнения

	 
	y
	oo
	= e2 x (C + C
	2
	x).
	 

	 
	 
	1
	 
	 

	Правая часть нашего уравнения имеет вид
	f (x) =6e2x , α = 2,
	P0 (x) =6. Так как

	корни характеристического уравнения k1 = k2 = 2 =α, то частное
	решение будем

	искать в виде yчн = Ax2e2x
	(случай 1.3).
	 
	 
	 



Подставим это выражение в наше уравнение и сократим на e2 x :

4 Ax 2 + 8 Ax + 2 A − 8 Ax 2 − 8 Ax + 4 Ax 2 = 6

Или

2A = 6 A =3 yчн =3x2e2x.

Тогда общее решение будет иметь вид

y= e2 x (C1 + xC2 ) +3x2e2 x .

2.f (x) = eαx (M cos βx + N sin βx).

Составляем по функции f (x) число z =α ±iβ. Возможны следующие два случая:

1. Если z =α ±iβ не являются корнями характеристического уравнения, то

частное решение ищем в виде

yчн = eαx (Acos βx + B sin βx).










2. Если α ± i β - корни характеристического уравнения, то частное решение

ищем в виде

yчн = xeαx (Acos βx + B sin βx).

Замечание 1. Это правило справедливо и для случая α = 0 .

Замечание 2. Если правая часть уравнения (1) представляет собой сумму двух функций, относящихся к случаям 1., 2., то частное решение в силу линейности уравнения ищется в виде суммы двух функций yчн = yчн1 + yчн2.

Пример 3. Найти частное решение дифференциального уравнения

y′′ + y′ − y = ex (cos x − 2 sin x) + 2 + 2x − x2 .

Здесь правая часть уравнения представляется в виде суммы двух функций:

	f1 ( x ) = e x ( c o s x − 2 s i n x ) и f 2 ( x) = 2 + 2 x − x 2 .

	Поэтому решение ищем в виде yчн = yчн1 + yчн2 , где yчн1
	является частным

	решением уравнением
	 
	 

	y′′ + y′ − y = e x (cos x − 2 sin x) .
	(3)

	а yчн2 является частным решением уравнения
	 

	y′′ + y′ − y = 2 + 2 x − x 2 .
	(4)

	Для уравнения (3) частное решение имеет вид (случай 2.1)

	y
	= ex ( Acos βx + B sin βx).
	 

	чн1
	 
	 



Подставим это выражение в уравнение (3):

e x (2 B cos x − 2 A sin x) + e x (( A + B ) cos x + (B − A) sin x) − −e x ( A cos x + B sin x) = e x (cos x − 2 sin x) .

Сократим на e x и приравняем коэффициенты при cos x и sin x :

2B + A+ B − A =1;

−2A+ B − A− B = −2.

Из решения системы получаем

	A =
	2
	, B =
	1
	 
	yчн1 = e
	x 
	2
	cos x +
	1
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	sin x .

	3
	3
	 
	3

	 
	 
	 
	 
	3
	 
	 



Решение уравнения (4) ищем в виде (случай 1) yчн2 = Cx2 + Dx + E.

Подставим это выражение в уравнение (4)

2C + ( 2C x + D ) − (C x 2 + D x + E ) = 2 + 2 x − x 2 .

Приравнивая коэффициенты при x 2 ; x ; x 0 , приходим к системе

	− C = − 1 ;
	 

	 
	 

	2C − D = 2 ;
	 

	 
	= 2 .

	2C + D − E

	Из решения системы последовательно находим



	C = 1, D = 0, E = 0 y
	= x2.
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	чн2
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Окончательно получим yчн = yчн1 + yчн2 = e
	x 
	2
	cos x +
	1
	 
	+ x
	2
	 

	 
	 
	 
	sin x 
	 
	.

	3
	3
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